LECON N° 13 :
PGCD, PPCM de deux entiers naturels.

Pré-requis :
— Z ainsi que la division euclidienne dans Z.;
— Z est un anneau principal (i.e. intégre dont tous les idéaux sont de la forme nZ avec n € IN).

13.1 PGCD de deux entiers relatifs

13.1.1 Définition et propriétés

Soient a,b € Z. 1l existe § € Z tel que aZ + bZ = 5Z. Uentier relatif 6 n’est pas unique, mais
07 =87 < §' = +6, de sorte que 'on puisse définir :

Définition 1 : Le plus grand commun diviseur (PGCD) de a et b est 'unique entier positif J
qui vérifie aZ + bZ = §Z. On le note § = PGCD(a,b) = a A b.

Théoréeme 1: Soient d € N eta,b,d € Z.On a:

d divise a et b ()
dlaetd|b=d|é. (B)

6 =PGCD(a,b) < (d|d < d|laetd|b) & {

démonstration : La seconde équivalence est triviale. Montrons la premiere : si § = PGCD(a, b),

|0 < 67 C dZ < aZ + bZ C dZ < aZ C dZ et bZ C dZ < d|a et d|b.

Réciproquement, si (d|6 < d|a et d|b), notons 69 = PGCD(a, b). Le sens direct montre que (d|dy <
d|a et d|b), de sorte que (d|0 < d|dy) et que I'on ait simultanément &y|6 (en effet, dola et do|b, donc
par hypothese, 6y|0) et 6|6y. Cela prouve que 6 = 8y, puisque & et &y appartiennent a IN. |

Remarque 1:

La relation | est une relation de préordre sur Z car elle est réflexive et transitive, et les conditions («) et (B)
montrent que ¢ (comme —J) est "une" borne inférieure de la partie de {a,b} de Z pour la relation |. Cette
borne inférieure n’est pas unique dans Z car la relation | n’est pas antisymétrique. Cependant, 'unicité de
la borne inférieure ¢ est acquise si I’on se place dans IN, la relation | devenant alors une relation d’ordre
dans IN.

Si I'on choisit des entiers naturels a et b non simultanément nuls, alors 6 = PGCD(a, b) n’est pas nul et
vérifie
0 divisea et b
{ dlaetd|b=d[o=d <.

0 est donc aussi le plus grand élément de 1’ensemble des diviseurs communs a a et b pour la relation
d’ordre usuelle < dans IN, ce qu’on écrit § = max{d € IN/d|aetd|b}. La dénomination « plus grand
commun diviseur » peut ainsi étre comprise indifféremment pour la relation d’ordre | dans IN ou pour la
relation habituelle <.
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Théoréme 2 : A multiplication prés par un élément inversible,
1. VabeZ, aANb=bAa (comutativité du PGCD);
2.VabxeZ, (xa)A\(xb) =x(anb);
3. Va,bceZ, (aAb)ANc=aA(bAc) (associativité du PGCD).

démonstration : Le point 1 est trivial. Les assertions 2 et 3 proviennent de
(xa)Z + (xb)Z = x[aZ + VZ] = x[(a AD)Z] = (x(a A D))Z

et
((anb)Ac) =(anb)+(c)=(a)+ (b) + (c) = (a) + (bAc) = (an(bAc)),

oit (a) représente l'idéal aZ. |

13.1.2 Calcul pratique du PGCD

e Algorithme d’Euclide : Supposons a > b. Si b = 0, a A0 = a. Sinon écrivons les divisions
euclidiennes suivantes :

( a=bq+r 0<r<b
b=rq1+n os<n<r

r=riga+rn 0<rmn<n

e = Tk1qkt2 + 2 0 ST < Fiepa.

\

Si 'on avait r; # 0 pour tout k, on construirait une suite (r¢) strictement décroissante d’entiers
naturels, ce qui est impossible. Le restery s’annule donc au bout d’un nombre fini d’itérations, et
I’on obtient ainsi :

n—2 ="n-1qn +7n 0<r <ry_1
"n—1 = "nqn+1 Tn41 = 0.
On remarque que a Ab = bAr =rArp = - =1, N0 = r,. Ainsi, le PGCD de a et b est le
dernier reste non nul obtenu dans l'algorithme.

Exemple : PGCD(168,98) = 14 puisque
168 =98 x1+70;98=70x1+28;70=28x2+14; 28 =14 x2+0.

Un tel algorithme peut étre implanté dans une calculatrice (voir lecon n® 12).

e Fractionnalité de Z : Sia = pJ'-- - pj" etb = pi" - - pﬁ", ou les p; sont des nombres premiers

distincts (quelques a; ou §; pouvant étre nuls), on vérifie que

PGCD(a,b) = pilnf(ﬂclxﬁl) .. pinfan)
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13.1.3 Application : nombres premiers entre eux

Définition 2 : Les entiers a et b sont dits premiers entre eux si a ANb = 1.

Théoreme 3 (Théoreme de Bézout) : Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement
s’il existe u,v € Z tels que au + bv = 1.

démonstration: a \b=1<aZ +bZ =7 < I3 u,v e Z,au~+bo = 1. [ |

Corollaire1:SiaAb=1etaAc=1,alors a Abc =1.

démonstration : Le théoreme de Bézout montre l'existence de quatre entiers relatifs u, v, u’, v’ tels
que au + bv = 1 et au’ + cv’ = 1. Par multiplication des deux égalités, on en déduit que a(auu’ +
ucv’ + u'bv) + (be)vv' =1, de sorte que a et be sont bien premiers entre eux. |

Théoreme 4 (Théoreme de Gauss) : Si a divise bc et si a est premier avec b, alors a divise c.

démonstration : au + bv = 1 = auc + bvc = c et puisque albc, alauc + buvc < alc. |

Corollaire 2 : Si by A by =1, si by|a et si by|a, alors bib;|a.

démonstration : Il existe u € Z tel que a = byu. Par le théoréme de Gauss, by |u, donc il existe un
entier relatif v tel que u = byv, et 'on obtient a = bybyv, donc byby|a. [ |

13.2 PPCM de deux entiers relatifs

13.2.1 Définition et propriétés

Soient a,b € Z. 1l existe u € Z tel que aZ NbZ = uZ. Ce nombre u est unique si on lui impose
d’appartenir a IN.

Définition 3 : Le plus petit commun multiple (PPCM) de aet b est 'unique entier naturel y qui
vérifie aZ NbZ = uZ. On le note y = PPCM(a,b) = a V b.

Théoréme 5 : Soient y € N et a,b,m € Z.On a:

p est multiple de aetdeb (&)

# = PPCM(a,b) <> (u|m < a|m et b|m) < { a|m et blm = p|m. (B)

démonstration : La seconde équivalence est triviale. Montrons la premiere : si y = PPCM(a, b),

plm < mZ C yZ < mZ C aZ + bZ < mZ C aZ et mZ C bZ < a|m et b|m.

Réciproquement, si (p|m < a|m et blm), notons yg = PPCM(a,b). Le sens direct prouve que
(nold < a|m et blm), de sorte que (p|d < po|d) et que I'on ait simultanément u|uq (en effet, a|pg et
b|po, donc par hypothese, u|uo) et po|p. Cela prouve que u = po, puisque i, pio € IN. |
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Théoreme 6 : On a
1. Vabe”Z, avVb=bVa (commutativité du PPPCM);
2.VabxeZ, (xa)V(xb)=x(aVb);
3. Va,bceZ, (avVb)Vc=aV (bVc) (associativité du PPCM).

démonstration : Le point 1 est trivial, et Les assertions 2 et 3 proviennent de
(xa)Z.N (xb)Z = x[aZ NbZ] = x[(aV b)Z] = (x(aV D)) Z

et
((avb)ve)=(avb)n(c)=(a)N()N(c)=(a)N(bVec)=(aV(bVc)),

oit (a) représente l'idéal aZ.. |

Théoréme 7:Si a,b € N, alors (a Ab)(aV b) = ab.

démonstration : Sil'on pose § = aAb,a = éa’ et b = V', I'égalité s'écrit a’ V b' = a'b’ et tout
revient donc a vérifier, d’apres le théoreme 3, les deux assertions suivantes :

a'b’ est multiple de a’ et de V'
a'lmet b'|m = a'b'|m.

La premiére est triviale, et la seconde découle du corollaire 2. [ |

13.2.2 Calcul pratique de PPCM

On peut utiliser 'algorithme d’Euclide pour calculer le PGCD, puis utiliser la relation du théo-
réme précédent.

On peut aussi utiliser I'expression du PPCM dans un anneau factoriel : si a = pi'--- py" et

b=pi - pg”, ol les p; sont des nombres premiers distincts (quelques a; ou B; pouvant étre

nuls), on vérifie que
PPCM(a,b) = piup(“lrﬁl) o piup(an,ﬁn).

13.3 Equation diophantienne ax + by = ¢

13.3.1 Principe de résolution

On désire obtenir toutes les solutions entiéres de 1’équation ax + by = ¢, ot1 (a,b,c) € Z3.

e il existe une solution (x,y) € Z2, etsi § = a A b, alors |c. Par conséquent et par contraposée,
si 8 ne divise pas ¢, alors 'équation ne possede aucune solution dans Z?2.

e Supposons maintenant que é|c. En notant a = da’, b = 6b’ et ¢ = éc’, on se ramene a

dx+by=c, oud AV =1.
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e Résolvons donc l'équation ax + by = ¢, ot a Ab = 1. La connaissance d'une solution parti-
culiere de cette équation nous permet de trouver toutes les autres solutions. Supposons en effet
que (xg,yo) vérifie axg + byy = c. Alors

ax +by = c¢ < ax + by = axg + byy < a(x — x9) = b(yo — y)- (13.1)

Donc a divise b(yp — y) et a est premier avec b, donc a divise yp — y d’apres le théoreme de Gauss
(théoreme 4). Il existe ainsi u € Z tel que yg — y = au, et par suite, x — xo = bu. Réciproquement,
siyo —y = au et x — xo = bu, alors (x,y) vérifie (13.1). En conclusion,

X = xp+bu

ax+by:c<:)3u€Z,{
Y = Yo — au.

13.3.2 Recherche d’une solution particuliere : I’algorithme d’Euclide étendu

Une solution de l'équation ax + by = 1 existe d’aprés le théoreme de Bézout (théoreme 3)
puisque 1'on suppose a A b = 1. Voyons la méthode sur un exemple : cherchons une solution
particuliere de 385x + 156y = 1. L'algorithme d’Euclide nous donne

| Dividende | Diviseur | Reste | Quotient || Relation
a = 385 b =156 73 2 73=a-2b
156 73 10 2 10=b—2x73—=b—2(a—2b) = —2a+5b
73 10 3 7 3=73_7x10 = (a—2b) —7(—2a + 5b) = 152 — 37b
10 3 1 3 —10 -3 x3 = (—2a+5b) —3(15a — 37b) = —47a + 1160
3 1 0 3 = On trouve donc : —47 X 385 + 116 X 156 = 1!

Pour démontrer ce procédé par récurrence et le systématiser, reprenons les notations de 1’algo-
rithme d’Euclide :

(a=bg+r

b=rq+n

r=riga+rnr

Tk = Tk41qk+2 T Tk42 (%)

Tn2 ="Tp_1qn +"n
\ "n—1 = "nqn+1-

On sait que r, = PGCD(a, b). Posons ry = auy + buy.
* Premier pas : a = bg + r entraine r = ry = a — bq. On choisit (19, v9) = (1, —q).

* Deuxieéme pas : b = roq1 + r1 entraine r1 = b — (aug + bvg)g1 = a(—upq1) + b(1 — vpq1). On
choisit (u1,v1) = (—uoq1,1 — vog1).
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* Troisieme pas : rg = 1142 + 17 entraine

rp = ro—riq2 = (aug + bvg) — (auy + bvy)q
= a(uyg — u142) + b(vo — v1492).

* A chaque pas de calcul, on détermine g et rx, mais aussi le couple

(1, v) = (Ug—2 — Ugk—1Gk, Vk—2 — Uk—1k)-

Programme sur la calculatrice TI-Voyage 200

A gauche, le programme; et a droite, le résultat affiché pour I'exemple précédent :

1w Fev Faw | Fav|_ F5 FE™

|~r {—lEDntPDI |IfI:I|LJar*|F1nd... HDI‘.‘IE‘T ] e 1 e Fh FE FE™

=Euc1_et'§h =3 r" —|Alacbra I:alc, Dther‘TF‘r*ngDTElean Llp-l |
F~am

iLocal a, b,y
'ElPID'h+a

:EndIF moyc]l et 385, 156) Done

eucl_etC3I85.156>

MAIN FAD AUTO FUMC 1/30

53+i ﬁ

]

[i T = T | |
E | T II||| ; T:; cT{_:_ g "TF‘I"‘EIF‘IIDT .E;_.

[

H FECOC3ES, 1560 = 1

i+l N .
-Enduh1le 1 = 385 » (-472 136 = (1162

Lbl 11
=D15 "PECOC "Estrin
112" = "Latrinar
Dlsp gtringirli-11
"getringliuli=
])&" ol "kstpinglw

-EndPPgm

g&" s hstringdbl

"= tPlngiEEII}&
+ &ELPlngib[l

MAIN FAD ALUTO FUMC 7720

MAIN EAD AUTO FUMC

13.3.3 Interprétation géométrique
Rapportons le plan euclidien a un repere orthonormé d’origine O. Notons S le point de coor-
données (a,b) et M un point de coordonnées (x,y). On a alors
—_— =
ax+by=1OM-0S =1.

—

L'unique point H de la droite (OS) vérifiant OH - 0S = 1 est donné par OH S/0S?, donc

—2 Chasles 7777 <2

— — —
ax+by=1 & OM-OS=0H-0S & HM-0S=0.
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Ainsi, chercher les solutions entiéres (x,y) de ’équation ax + by = 1 revient a chercher les points
M & coordonnées entieres appartenant a la droite passant par H et perpendiculaire a (OS).

S(a,b)

Pour I'exemple, on a choisi 4x + 3y = 1.

13.4 Autres applications

13.4.1 Fraction irréductible

a

7 avec (a,b) eZxXNetaNb=1.

Théoréeme 8 : Tout rationnel r s’écrit de facon unique r =

démonstration :

Existence : Soit r € Q. Il existe (a,b) € Z x Z* tel que r = a/b. On peut se ramener a b € IN* en
posant a = —a et b = —b puisque (a,b)R(—a, —b) d’apres la remarque. Soit alors d = |a| A b.
Alors il existe a’, b tels que a = da’ et b = db' avec a’ NV =1, d'oi

a da’ g1

a/

R T
avec (a',b") € Z x IN*.

Unicité: Soit v = a/b = c/d, avecaNb = cANd = 1. Ora/b = c/d & ad = be, et d'apres
le théoreme de Gauss, on a d'une part que d|bc et c Nd = 1 = d|b, et d'autre part blad et
alwedgeb =1 = b|d. Au final, b = d car ils sont tous les deux éléments de IN*, et il en découle
que a = c. Les deux fractions sont les mémes.

L’unicité justifie alors la définition de fraction irréductible. |
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13.4.2 Eléments inversibles (resp. générateurs) de Z/nZ

Théoréme 9 : Soit n € IN\{0,1}. L’élément X est inversible dans ’anneau Z/nZ (resp. un
générateur de Z/nZ) si et seulement si x est premier avec n.

démonstration :
X inversible dans Z/nZ & 3Iye€Z/nZ|x-y=1
& dxyeZ|x=yn|
& dxyueZ|xy+un=1
BQZ:U)M xAn=1.
Ceci acheve cette démonstration. [ |
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