LECON N° 66 :

Théoreme de Rolle. Applications.

Pré-requis:

— Notions de limite, continuité, dérivabilité ;

— Théoréme des valeurs intermédiaires ;

— L'image d’un segment par une application continue est umssg.

Dans cette lecon, on considére deux reelstels quen < b.

66.1 Théoreme de Rolle

Théoréme 1: Soitf : [a, b] — R, continue sur[a, b], dérivable sur]a, b| et telle quef(a) = f(b).
Alors il existe un réelc € |a, b[ tel que f'(c) = 0.

démonstration: Puisquef est continue, il exister, M € R tels quef([a,b]) = [m, M]. Sim = M,
/ est constante ef’ est identiquement nulle siu, b[. Supposons alors: < M quitte & échanger les
roles dem et M. Alorsm < f(a)ou f(a) < M.

— Sim < f(a), alors il existec € |a, b| tel quef(c) = m.

veelad, f)> flo) ==

Vaeled, flz)> flc)= W > 0.

Commef est dérivable en, le passage a la limite dans les deux inégalités ci-dessus donne respecti-
vement

<0 et f'(c) = lim

d’ou, par continuité def enc, f'(¢) = 0.
— sif(a) < M, un raisonnement analogue donne le méme résultgic) = 0.

Le théoréme est ainsi démontré. [ |
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Interprétation géomeétrique

Remar ques 1:

1. On ne sait pas siest unique, et le théoréme ne permet pas de connraitre

2. f n'a pas besoin d'étre dérivable aux bornes de l'intervalle.
Exemple f(z) = V1 — a2 sur[-1,1]. Onaf(—1) = f(1) = 0 et f/(0) = 0, mais aUSSiliI:Itllf/(x) = +o0.

3. f continue sufa, b] est une condition nécessaire.
Exemple f(z) = x — E(x) sur|0, 1] (E désigne la fonction "partie entiere”). Onféd) = f(1) = 0, mais
f(x) = 1sur]o,1].

4. f dérivable suta, b[ est une condition nécessaire.
Exemple f(x) = |z|sur[-1,1]. Onaf(—1) = f(1) = 1, maisf’(z) = +1 sur] — 1, 1[\{0}.

5. f avaleurs dan® est aussi une condition nécessaire. En effet, si 'on considére ¢idary : [0,1] — C
définie parf(z) = %7, bien continue sufo, 1] et dérivable suio, 1[, on auraf(0) = f(1) = 1, mais
f'(x) = 2im %™ implique que| f/(z)| = 27 # 0.

66.2 Conséguences

66.2.1 Théoréeéme de Rolle infini

Théoréme 2 : Soitf : [a, +oo[— R continue sur [a, +oo[, dérivable sur Ja, +oo| et telle que
lim f(x) = f(a). Alors il existe un réelc € |a, oo tel que f’(c) = 0.

démonstration: Si f est constante sula, +oo|, alors f’ et identiquement nulle sur cet intervalle.
Sinon, il existe un réel € Ja, +oo| tel quef(b) # f(a).
b
lim f(z) = f(a) ¥ 3 A eb, +o0[ | f(A) = Jla)+ J(b).

T—+00 2

De plus, ce méme Théoreme des Valeurs Intermédiaires nous assure

HBe]a,b[\f(B):f(a);rf(b).

On en déduit qug(B) = f(A). Puisquef reste continue et dérivable siB, A], le théoreme de Rolle
s'applique et I'existence dec | B, A[ C Ja, +oo[ tel quef’(c) = 0 est démontrée. |
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66.2.2 Théoreme des accroissements finis (TAF)

Théoréme 3 : Soitf : [a,b] — R continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[. Alors il existe un réel
¢ € Ja, b tel que £(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

démonstration: SoientA un réel et la fonction

¢:fa,b] — R
r s f(z) - fa) — Alz —a).
¢ est clairement continue sua, b}, dérivable surja, b], et vérifiep(a) = 0. Déterminons alorsA tel
quep(b) =0:
f(b) — f(a)
b—a
Affectons alors cette valeur A (existe car I'hnypothése générade< b assure quer — b # 0), de sorte
que le théoréme de Rolle s’applique, donnant I'existence d’urcrédl, b| tel que

Pe)=0%fo)-A=0s f(c)=As f() = fla) = f(c)(b—a).

b)) =0 A=

66.3 Autres applications

66.3.1 Sens de variations d’'une fonction

Théoreme 4 : Soitf : [a, b] — R une fonction continue sur|a, b] et dérivable sur]a, b[. Alors
(i) f estcroissante sufa,b] < V x € |a, b[, f'(x) > 0;
(i) f estdécroissante sufa,b] < V x € ]Ja, b[, f'(x) <O0;
(iii) f estconstante suffa, b] < V x € ]a, b, f'(x) = 0.

démonstration: Nous ne traiterons que le premier cas ici.
"=": Supposong croissante sufa, b], et soitc € |a, b|. Alors

[@) = 1)

fle) = lim P
Dans ce cas,
— Siz < ¢, alors f(z) < f(c) . f(x)— f(c) /
— Siz > ¢, alors f(z) > f(c) } donc}ﬂiﬁ >0= f{c) 0.

"<": Supposons qué’(c) > 0 pour toutc € ]a,b[. Onconsidérgz,y) € [a,b)? tel quer < y
(sinon on échange les réles deety). Alors, grace au TAF, il existe; € |z, y[ C ]a, b] tel que
fy)— f(z) = f'(c1)(y—z). Puisquef’(c1) > 0 par hypothése, il vient qug(y) — f(z) ety — x
ont le méme signe, c’est-a-dire qfieest croissante sui, b|.
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66.3.2 Localisation des zéros

Théoréme 5 : Soitf : [a, b] — R une fonction continue sur|a, b], dérivable sur]a, b| et admettant
n > 1 z€éros surfa, b] notész; < xx < - -+ < x,. Alors f/ admet au moins(n — 1) zéros.

démonstration Il suffit d’appliquer le théoréme de Rolle sur chacun ¢les- 1) intervalles|z;, z;1]
pouri € {1,...,n—1}. |

Interprétation graphique

Pour illustrer ce théoréme, j'ai voulu créer un polynéme dgrd 4 passant par les poirts 0), (1, —1),
(2,3), (3,—1) et(4,0). Me rappelant de I'interpolation de Lagrange, j'ai impkaone fonction dans la cal-
culatrice me permettant de déterminer un tel polynébmealettisuite représenté sur l'intervalte0, 5; 4, 5]

afin de montrer que sa dérivée possede effectivement tidigea La fonction prend en parametre 2 listes
(celle des abscisses et celle des ordonnées) et une vddaldsqui sera utilisée pour expliciter le polyndme
d’interpolation).
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66.3.3 Formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 6 : Soientn € N* et f : [a, b] — R une fonction de class&™® (k > n) sur [a, b] et telle
que £(™ soit dérivable sur]a, b[. Alors il existe un réelc € ]a, b| tel que

"t (a (1) (¢
O S e A
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démonstration: Soit A un réel. On applique le théoreme de Rolle a la fonction
Y:la,b) — R
" k) (g .
x —  f(b) _Zk‘() (b—x)k—FA(b—x) L
k=0

apres avoir vérifié gu’elle était bien continue sur b] et dérivable suta, b[, et déterminé la valeur de
A telle quey(a) = ¥(b). [

66.3.4 Inégalité des accroissements finis

Théoréme 7 : Soitf : [a,b] — R une fonction continue sur[a, b] et dérivable sur]a, b[. S'il existe
k € R telque|f’(x)| < k pourtout = € ]a, b, alors

|£(b) — f(a)| < k|b—a.

démonstration: D’aprés le TAF,

e elab| £(b) - f(a) = F(c)(b—a)
= Feelab[|[fb) - f@) = f()][b—al
= 1f(®) — f@)| < kb~ dl.
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