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Probleme 1 : continuité uniforme

Etant donnée une fonction f de variable réelle définie sur un intervalle I d’intérieur non vide, on dit
que f est uniformément continue sur I lorsque :

Ve>0,3n>0,V (v, el? (x-yl<n=|fx)-fO)<e).

1. Ecrire a I'aide de quantificateurs la proposition « f n'est pas uniformément continue sur I ».

f n’est pas uniformément continue sur I se traduira par :

3e>0,Yn>0,3(x,)el? |x-yI<n et [f(X)-fI>e).

2. On rappelle qu’une fonction f est lipschitzienne de rapport k, ot k est un réel strictement positif,
si pour tout couple (x,y) d’éléments de I on a :

|f(x) - fFI< klx—yl.
Montrer que toute fonction lipschitzienne sur I est uniformément continue sur I.

Soit f une fonction lipschitzienne sur I de rapport k > 0. Soit € > 0. Posons 1 = €/k, de sorte que
n >0 (car k > 0). Alors pour tout couple (x, y) € I,

[x =yl < n:’klx VISkn=e=|f(x)-fMI<klx—=yl <

donc f est bien uniformément sur I.

3. 3.1. Montrer que pour tous réels x et y on a :

|yl =lxl| < ly - xl.

Soient x, y deux réels. Commencons par démontrer la seconde partie de I'inégalité triangu-
laire :
ly+xI<Iyl+Ixl. (k)

D’une part, y < |yl et x < |x| impliquent x + y < |x| + |y|. De la méme manieére, —y < |y| et
—x < |x| impliquent —x — y < |x|+|yl|. Puisque |x + y| est égal soita x+ y, soita —x—y, il vient
que |[x+ y| < x|+ |yl.

Notons alors que :

ly —xl|;

(%)
o lyl=lx+(y—- x)IéIx|+|y—x|©Iy|—|x|<
<|y|+|x—y|©|x|—ly|<| yl=1y—xl.

o [xl=ly+x-pI

Puisque ||y| - le\ vaut soit | y| — | x| soit | x| — | y|, on en déduit I'inégalité demandée.



CAPES externe 2012 : Premiere composition 3/21

3.2. On considére la fonction f définie sur R par :

F& =

Montrer que f est uniformément continue sur R.

Soit € > 0. On pose 1) = € et on considere deux réels x, y tels que |x — y| < 7. Alors

1 1|
1+|x| 1+|yl|

A +1y)—(1+]x)
(L+1xD@+1yD
|1yl = 1| 3L ly—x
A+1xDA+1yh ~ A +1xD@+1yD

< ly-xI<n=e.

|f(x) = fF

On en déduit que la fonction f est bien uniformément continue sur R.

4. 4.1. Montrer que pour tous réels positifs x et y, on a :

VXY <Vx+Y et Vx—vy| <VIx-yl

Soient x, y deux réels positifs. On a alors :

,y20
0<2,/xy©x+y<x+2,/xy+y©x+y<(\/§+\/7)2x<y: VIt <Vx+yy )

Par suite,
o VY=\Vx+(-0</x+ly- XI \/_+\/|y—x|©\/?—\/§<\/ly—xl=\/Ix—yl;
o ﬁ=\/y+(x—y)<\/y+|x—y|<\/7+\/Ix—y|©\/§—\/7<\/m.

Puisque |/x — /¥| vaut soit /X — /7, soit /¥ — /X, on en déduit que
[VE= vyl < Vix-yl.

4.2. Montrer que la fonction g:x— /x est uniformément continue sur R*.

Soit £ > 0. Posons alors 17 = €2 > 0 de sorte que /7] = €. Alors

4.1].
lx—yI<n=>VIx-yI<vn = Wx—JI<g

donc la fonction racine carrée est bien uniformément continue sur R*.

4.3. Montrer que la fonction g n’est pas lipschitzienne sur R*.
Supposons que g soit lipschitzienne de rapport k > 0. Alors pour tous x, y € R* tels que x # y,

ona:
M <k

k
WVx=yyI<klx-yl < y
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5.2.

‘\/%—\/?:‘ VE-VT |1
x-y Wx+yVPVx=yP| Vx+ ¥

et ce dernier n'est pas borné : autrement dit, il existe x;, y; € R* tel que (vx+ /)~ > k. On
aboutit a une contradiction prouvant que g n’est pas lipschitzienne.

. En considérant les deux suites de réels (x,),cn €t (¥n),en définies pour tout entier n par

2

X, =vn+1 et y, =/n, montrer que la fonction h:x— x* n’est pas uniformément continue

sur R.

4.1.
Notons que 0 < |x, —yul=IvVR+1— vnl < vn+1-n=1.0n prouve aisément que la fonc-
tion F définie sur R par F(x) = vx+ 1 — y/x réalise une bijection décroissante de R* dans
10,1]. On a donc que pour tout 1 > 0, il existe n € N tel que |x,, — y,| <1 et, en posante =1/2,

2 2
|h(xn) — Ry = |[Vn+1 —Vn'|=1>¢.
Au final, la fonction & n’est pas uniformément continue sur R*, et ne 'est donc pas sur R.

La fonction h est-elle lipschitzienne sur R?

Par contraposée du résultat démontré a la question 2, on déduit directement que & n’est pas
lipschitzienne sur R.

6. Soit F une application uniformément continue de R* dans R. On se propose de montrer qu'il
existe deux réels a et b tels que, pour tout xeR" :

6.1.

6.2.

F(x)<ax+b.

Justifier I'existence d’un réel 7, strictement positif tel que :
Vxne®)?,  (x-yl<m=IF@x-F@l<1)
Soit xp e R*.
Par hypothese,
Ve>0,3n.>0,V(x,y) €RN?, |x-yl<n=I|F(x)-F(y)l<e.
En choisissant en particulier € = 1, il existera un 7, particulier (notons-le 77) tel que

V(x,1) € R, |x-yl<n =I|Fx) -Fyl <L

Soit ny le plus petit entier tel que 2 < 111 ; justifier I'existence de ny et exprimer ny en
no

fonction de xg et de 7;.

R* est archimédien : V (a,b) € R")?,a# 0= 3 neN|na > b. Cette définition s’applique a

notre cas car a =1y > 0 et b = xp > 0. On en déduit I'existence de ng tel que nyny > xy <
Xo/ ng < 11.
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6.3.

6.4.

Par suite, ng est le plus petit entier tel que
X0 X0
— M e X< NNy Ny 2> —
no m

donc on en déduit que, en utilisant la notation [-] pour la partie entiére du nombre -,

X
ng = 20 +1.
m
Montrer que :
no-1 k+1)x, kx
F(xo) - FO)|< Y. |F ﬂ)—ll(—") :
k=0 Ro Ry

En transformant F(xp) — F(0) en somme téléscopique, on trouve que :

D)o 2 s [
k=0 1o 1o Mo no J|

(%) M0=1

|F(xo) = F(0)| = <

k=0

Conclure.

Remarquons que
(k+ 1) xo _ k)C()

ny no

]CX() 4 X0 kJC() X0

=—xMm
no ’

donc la question 6.1. nous assure que pour tout entier k € {0,...,n9 — 1},

ny no no

‘F(M)_F(@) <l
no no
Par suite,
mo bl ((k+1Dx kx no=1 6.3.
Y F(—") ( ") Zl—no = |F(xo) — F0)| < g
k=0 o
o —nyg< F(xg) —F(0) < nyg
< F0)- n0<F(x0) F(0) + ng
% Fl) <FO) + | 2| +1<FO)+ 2 +2.

m bt

Le choixde a = 1/n; et b = 2 + F(0) suffit alors a conclure que F(x() < axy+ b. Autrement dit,
une fonction uniformément continue sur R est nécessairement majorée par une fonction
affine.

. Les fonctions polynémes de degré supérieur ou égal a 2 sont-elles uniformément continues

sur R?

Non. L'idée est de prouver qu'une fonction polyndme P n’est pas bornée par une fonction
affine. Supposons que P, définie pour I'occasion par P(x) = X1  a; x' (avec a, # 0), soit uni-
formément continue sur R*. D’apres la question précédente, il existe a, b € R tels que pour
tout x >0,

n
Z <ax+b o Za, <a+é.
i=0 i=0 X
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7.2.

Si a, >0, I'égalité précédente devient une contradiction en faisant tendre x vers +oo.

Si a, < 0, puisque pour tous x,y € Rt on a |P(x) — P(y)l =|-P(x) + P(y)l, le polynbme —P
est uniformément continu. Le coefficient —a,, étant positif, on montre de la méme manieére
qu’on aboutit a une absurdité car P(x) +00. Donc —P n’est pas uniformément continue

X—00
sur R*, et donc P non plus.

La fonction exponentielle est-elle uniformément continue sur R?

Raisonnons par I'absurde en supposant que ce soit le cas. L'idée est toujours de montrer que
cette fonction n'est pas majorée par une fonction affine. Il existe alors a, b € R tels que pour
tout x € R,

En faisant tendre x vers l'infini, et par croissances comparées des fonctions exponentielles et
X — X, on aboutit a une contradiction prouvant bien que la fonction exponentielle n’est pas
uniformément continue sur R*, et donc pas non plus sur R.

8. Théoréme de Heine

Soit I =[a,b] (a< b) un segment de R. On se propose de démontrer le théoréme de Heine! : si
une fonction G est continue sur I, alors elle est uniformément continue sur 1.

On suppose dans la suite que G est une fonction continue sur I = [a,b] et que G n’est pas

uniformément continue sur I.

8.1.

8.2.

Justifier qu'il existe un réel £ >0 et deux suites (x,),>1 et (yn),>; d’éléments de I tels que
pour tout entier n>1 :

|xn_J’n| < et |G(xn)_G(J’n)| > E.

Q|-

Puisque G n’est pas uniformément continue sur I, on a:
de>0,Vn>0, EI(x,y)EIZ, lx—yl<net|Gx)-G((y)|>e.

Soit alors n € N*. Posons 1) = 1/ n. Pour chaque 7, il existe un couple (x, y) vérifiant I'inégalité
ci-dessus, on peut donc noter ce couple (x,, y,,), et on en déduit finalement que :

3e>0,VneN*, 3(xXy y) €12, |xn—yul <net|G(xy) — Glyn)| > e.

Justifier qu'il existe deux sous-suites (xXgn),>; et (Yom),>; convergentes telles que pour
tout entier n>1 :

et |G(Xgm) — G(Yom)| > €.

Q|-

|xa(n) - ya(n)| <

1. :Eduard Heine (1821-1881), mathématicien allemand.
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Puisque l'intervalle I est borné, les deux suites (xp);,>1 €t (yn),~; le sont aussi. Donc d’apres
le théoreme de Bolzano-Weierstrass (« de toute suite bornée, on peut extraire une sous-
suite qui converge »), il existe une application o : N* — N* strictement croissante telle que
(Xo(m) p>1 €t Wom) >, convergent, et puisque o(n) € N*, le résultat de la question précé-
dente est vérifié pour ces sous-suites, a savoir :

1

[Xom) — Yoyl S ——= <

s et |G (Xo ) — G(Yom))| > €.

S|

8.3. Montrer que :

Jim o= Jim o,

Notons ¢ = lim x4, € I car I est fermé. On a donc
n—oo

€
ANENIY n> N lxgm — (1< 3.
Mais d’apres la question précédente, on a aussi
|Xo(n) = Yoyl  —— ——0,

o(n) n—oo
donc il existe un rentier N’ tel que pour tout n > N’, on a

1
o(n)

<

| Xom) — Yo <

N ™

Finalement,

(%)
V n > max(N,N'), Yo =€l < 1Yoty = Xom| +1Xom) — €1 < 5+ 5 =¢,

£
2

N ™

ce qui prouve que lim Yy, =€ = lim x4(y.
n—oo n—oo

8.4. Conclure.

En gardant les mémes notations, le fait que G soit continue sur I 3 ¢ assure donc que
lim G(ya(n)) = lim G(xa(n)) =G(0),
n—oo n—oo

donc pour 7 suffisamment grand, on a |G(ysn)) — G(xg(n))| < €, ce qui contredit 'inégalité
de la question 8.2. On en déduit que I'hypothése de départ est fausse, c’est-a-dire que G est
uniformément continue sur .

9. Soit J un intervalle d’intérieur non vide. Si une fonction G est uniformément continue sur tout
intervalle [a, b] inclus dans J, G est-elle nécessairement uniformément continue sur J?

Non. Il suffit de prendre n'importe quelle fonction polynomiale de degré supérieur ou égal a 2, ou
la fonction exponentielle. Ces fonctions étant continues sur tout intervalle de la forme [a, b] (avec
a < b), le théoreme de Heine démontré a la question 8 nous assure qu’elles sont uniformément
continue sur [a, b]. Mais d’aprés la question 7, elles ne sont pas uniformément continue sur R.
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Probleme 2 : marches aléatoires

Partie A : quelques résultats d’analyse

1. On considére la suite (H,),>; définie par :

n
Hy,=)_
k=1

2~ -

1.1. Montrer que pour tout entier k>1 :

1 k+11
—— <K —dt < —.
k+1\fk t  k

Soit k > 1 un entier. Alors

1 1 1 k+1 1 k+11 k+11
k<t<k+l ¢ —<<-<—-9© —dt<[ —dt<f —dt
S k+1 >t k e k+1 0 Tk t ek

¢ k+1 k+11 ¢ k+1

& |— < —-drg | =
k+1 k \j]; \[k k
1 k+11 1

o — K —dr< —.
k+1\fk Tk

1.2. En déduire que pour tout n>1 :
In(n+1) < H, <1+In(n),

puis que
H, o In(n).

Montrons d’abord I'inégalité suivante : V x > —1,In(1+x) < x. Posons f(x) =In(1+x)—x pour

tout réel x > —1. f est dérivable sur ] — 1, +oo[; sur cet intervalle, on a:

f’(x): 1 _1:1—(1+x)_ —-X

1+x l+x  1+x
En notant que f(0) =0, le tableau de variations de f estle suivant :

X | -1 0 +00
T F 0 -
I+x + +
f(x) + 0 -
0
7 O\
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Pour tout x > —1, on a donc bien f(x) <0 < In(1 + x) < x. Par suite, pour toutn > 1,ona:

1 1 n+l
ln(1+—)<—©ln(
n n n

1 1 1
<—ohn+l)-lnn<—<ohr+)<In(n)+—. ©®)
n n n

La double inégalité de la question 1.1. étant vraie pour tout entier k > 1,ona:

1
© Hy,-1<[n®)y <Hp,-—
n

1
=> Innm+—-—<H,<Inn)+1
n

()
= In(n+1) < H,<1+In(n).

Pour tout n > 2, on a alors :

In(n+1) H, < 1+In(n)

In(n) In(n) = Inn)
ln(n)+ln(1+%) . H, 1+In(n)
In(n) “In(n) - In(n)
In(1+1) @,
In(n) S In(n) =~ Inn)’

—_——

1

1+

1

n—oo n—oo
D’apreés le théoréme d’encadrement, on a finalement :

Hy

r}l_Igo oy =1 o H, +;Oln(n).

+00

Remarque : puisque lim In(n) = +oo, ona aussi lim H, = +oo, donc ) _ — est divergente.
n—oo n—oo
k=1

2. On considére la suite (K,),>; définie par :

i 1
Kp=)Y —.
" k=1 k?

Montrer, a I'aide des outils de terminale scientifique, que la suite (K,),>; converge; on notera K
la limite de cette suite (on ne demande pas de calculer K).

Montrons que (K,),>; est strictement croissante: Soit 7> 1. Alors:



10/21 CAPES externe 2012 : Premiere composition

Montrons que (Ky),,>; est majorée: Pour tout entier k >2,ona:

1 1 1 1 1
K>k -k>0 o =< = = -—
k2 " k2-k kk-1) k-1 k
no1 n 1 1
- Ehetl
k:zk2 k=2 -1 k
T <1+(1 1)
kzzkz\ n
n
o K,=Y <2--<2
k=1 n

Or toute suite croissante et majorée est convergente, ce qui prouve que (Ky) ,>; est convergente.

3. On pose pour tout entier naturel n non nul :

Vn(2n
a,=-—

4" \ n

On admet la formule de Stirling?
n\n
n! ~ (—) 27xn.

+oo \ e

1

Montrer que la suite (ay),cn+ COnverge vers 7
7T

Soit n € N*. On a alors, grace a la formule de Stirling, I'équivalent suivant :

@(2;1)_\/% @n! _ Vn@n)!

4n 4n

a _Vve
" 4" pl2n-n)! 4" (n!)?

Vi ()" Vamn 22”(9)2" 1 @)"Var 1

s n 2n an 2n an '
voo 4N ()2 onp T4 (2)*" T4 2t Jm
P iété, il vient li _ !
ar propriété, il vient que lim a, = NG

4. Montrer que, pour tout entier n non nul, on a :

an+1_1 (V"+ \/_)

an 2vnvn+1
Soit n un entier non nul. Alors :
Vn+1(2n+2
Anir L _ 4l (n+1)_1:\/m 2n+2)! 4" ()?
an @(Zn) 4-4" ((n+11)* Vn 2n)!
47’1
= m(2n+l)(2n+2)( i )2—1:m2(2n+1)(n+1) ! -
4vn (n+1)! 4v/n (n+1)?
_ 1 2n+1_1:n+1+n—2\/ﬁ\/n+1:(\/rz+1—\/ﬁ)2
2vn Vn+1 2vnvn+1 2vnvn+1

2. :James Stirling (1692-1770), mathématicien écossais.
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5. En déduire que la suite (a,),cn+ est croissante et que pour tout entier n>1 :
1

a, < \/ﬁ

Soit n > 1 un entier. Dans le dernier quotient, le numérateur et le dénominateur sont tous deux
strictement positifs, donc d’apres la question précédente :

ap+1 Ap+1 an>0
-1>0 & —>1 & auy1>ap.
an an

On en déduit que la suite (a;) ,en+ €St strictement croissante. Supposons alors qu’il existe un entier
N e N* tel que ay > 1/+/7. Alors,

VnelN, ayi,>an>—

VT

car la suite (a,) ,en+ €St strictement croissante. Par passage a la limite, on aboutit a

— = lim a, = lim ay., >
\/ﬁ n—oo n—oo

1
VT
ce qui est absurde! L'inégalité de I'énoncé s’en déduit.
6. 6.1. Montrer que pour tous réels a et b on a : (a+ b)? > 4ab.

Pour tousréelsaetbona:

(a—b)2>0 & a2—2ab+b2>0 o a’+2ab+b*>4ab o (a+b)2>4ab.

6.2. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul :

2 1
(VarT-vi) < .

Soit n un entier naturel non nul. En posant a = y/n et b= v'n + 1, I'inégalité précédente nous
amene a écrire que :

Wn+vn+1)?>4vynvn+1 (>0)
1 1
< (\/ﬁ+\/n+1)2<4\/ﬁ\/n+1
- (Vn-vn+1)*? _ 1
(WVA+VA+ 12 (Va-vi+1)2  4ynvn+l
- Wn-vn+1)? o 1
(Wa+va+D (Va-va+D)  4vavn+1
- (\/ﬁ—\/n+1)2< 1

[n—(n+1))2 Saynvn+l

1
- +12<—.
@ Wn=vir 'S oo
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7. 7.1. Montrer que pour tout entier n>1 :

1
8n(n+1)Vw

O0< api1—an<

Soit n > 1 un entier. La premiere inégalité découle du fait que la suite (a,) ,en+ €St croissante.
Montrons la seconde :

An+1— an Wn+1-yn)?
an  2ynvn+l
< A4p+1—Aan = ( n+1_\/ﬁ)2 apn
2vnvn+1
(vVn+1-y/n)?

2Vnvn+1yn
1

|

NG

INR

1
4v/nn+1) 2ynvn+1yn
1

N

8nn+1)vm

7.2. Montrer que pour tout entier k> 1 et tout entier p >k :
0<ap—ar<

1
8kym

Soient k > 1 un entier et p > k un autre entier. La premiere inégalité découle toujours du fait
que la suite (a,) ,en+ €St croissante et que p > k. Pour la seconde :

7.1. 1 1 1

g + B
8(p—1)p\/ﬁ 8(p—2)(p—1)\/ﬁ 8k(k+1)/m
Pl 1 | 1

B ,,;’kSm(m+l)\/7_t T osym,om m+l

1 (1 1) _ 1
- o8ym\k p) T 8kym
——

<

=

7.3. En déduire que, pour tout entier k non nul :

1 1
0 —=-ar<

N 8kym

En faisant tendre p vers I'infini dans I'inégalité précédente, le résultat de la question 3 nous
permet d’arriver a I'’encadrement annoncé.
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Partie B : marche aléatoire sur une droite

Soit (0;7) un axe gradué. Dans la suite du probléme, tous les instants considérés sont des nombres
entiers naturels.

Une particule située sur un point d’abscisse k € Z saute a chaque instant sur le point d'abscisse k+1
ou sur le point d’'abscisse k—1, avec la méme probabilité. Chaque saut est indépendant du précédent.
La particule est a I'origine a l'instant £=0.

On note Oy, la variable aléatoire égale a 1 si la particule est a I'origine a l'instant ¢ =k et 0 sinon, et
U, la variable aléatoire égale au nombre de passages en O de la particule entre les instants 1 et 2n
(n>1).

1. Exprimer la variable U,, en fonction des variables Oy.

2n
Pour toutentiern > 1,ona U,, = Z Og.
k=0

2. Pour tout k> 1, montrer que :

1.1. P(02k+1 =1)=0;

Montrons par récurrence sur ’entier k > 0 que la particule se trouve a l'instant t =2k + 1 sur
un point d’abscisse impaire.

Initialisation (k=0): Alinstantf=0,la particule se trouve al’origine, elle se trouvera donc
nécessairement au point d’abscisse 1 ou —1 a I'instant suivant.

Hérédité: Supposons que la particule se trouve sur un point d’abscisse impaire i a I'instant
t =2k +1, et montrons que c’est encore vrai a I'instant ¢t =2(k+1) + 1 = 2k + 3. D’apres
I’énoncé, la particule sera au point d’abscisse i +1 ou i —1 al'instant ¢ = 2k + 2. Par suite,
elle se déplacera a I'instant d’apres ¢ = 2k + 3 au point d’abscisse i — 2, i ou i + 2 qui sont
impaires.

Notre récurrence s’acheve, et dans tous les cas, la particule est a I'instant ¢ = 2k + 1 sur un
point d’abscisse différente de 0, donc P(O,+1 = 1) = 0 pour tout k > 2.

4\ k| Vi

O, = 1 si la particule se trouve a I'origine a 'instant ¢ = 2k. Au cours de son trajet, son abs-
cisse aura nécessairement augmenté a k reprises d'une unité (et aussi régressé a k reprises
d’'une unité), il y a donc (Zlf) trajets possibles. De plus, a chaque instant, elle a deux choix
équiprobables possibles, soit 22% = 4% possibilités totales pour ses 2k déplacements. Il vient

donc que:
12k aj
POy =1) S

1.2. P(Ogy=1) = 1(2’“) - Ok

k| k| T Uk

3. Calculer I'espérance mathématiques E(U,) de la variable aléatoire U, et montrer que, pour tout
entier n>1 :
2n+1)(2n
EWU,) = — -1.
n

4”
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Par linéarité de I'espérance, on a :

2n 2n n n-1
E(U,) = E(Z EOW| = Y EOp = Y EOx)+Y EOys1)
k=1 k=0 k=1 k=0

n n—1 no1(2k
= P(Oy=1+) P(Ogs1=1) = ) — .
k=1 k=0 o148\ Kk

) . no1 2k 2n+1)(2n
Montrons alors par récurrence sur 'entier n > 1 que Z 7| K = n —1.
k=1

Initialisation (7 =0): On calcule que:

L 12kl 2 1 2+1)(2 6 1
> = “|=2=2 et @rDf2) 8,1
Akl k| 4 2 4 |1 4 2

Hérédité: Supposons 'égalité vraie au rang n, et montrons qu’elle I'est toujours aurang n+1:

o (2k 1 (2n+2) & 1 (2k

,;)E(k) - W(n+l)+,;4_k(k)
HR. 1 (@n+2)! @n+1)(2n
= 4n+1 ((n+1)!)2 + An (n ) -1

1 (2n+2)! L4 @n!2n+1)2n+2) (n+1*

4l (pe1n)? 4 (n)2@2n+2) (n+1)2

1 (2n+2)! 1+4(n+1)2)_

4n+l ((n+ 1)!)2 2n+2

1 (2n+2)! (4n*>+10n+6

T gl (n+1))°\  2n+2 )_

1 (2n+2)! 2(2n+3)(n+1))_1
4n+l ((n+ 1)!)2 2(n+1)

_ L [2mem)
Cogn+l| ptl '

Notre récurrence s’acheve donc ici, prouvant bien que pour tout entier n > 1,

2n+1) (Zn) L

4n n

-E(Lhﬁ =

4. En déduire un équivalent de E(U,) lorsque n tend vers +co.
En poursuivant le calcul et en utilisant la formule de Stirling, on trouve que pour tout entier n > 1,

BU @2n+1) (

4n An (mh2

2n 1= 2n+1) 2n)!
- ==

2
@n+1) (B)"Varn _ @n+1) 22" 2n+1

+00 4n (%)21’1 27N 4n VTN Bl VTN '
2n+1

Remarque : puisque VIn e +00, on a que E(Uy) —

aléatoire sur la droite reviendra une infinité de fois en I'origine.

+00. Cela signifie que notre marche
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Partie C : marche aléatoire sur un plan

Un plan est rapporté a un repére (0; 7,7). Une particule située sur un point de coordonnées (k, ¢) € Z>
saute a chaque instant sur I'un des points de coordonnées (k+1,¢+1), (k+1,6-1), (k-1,¢+1) ou
(k—1,¢-1) avec la méme probabilité (c'est-a-dire qu’a chaque étape, la particule se déplace selon
la diagonale d'une carré). Chaque saut est indépendant du précédent. La particule est a l'origine a
I'instant £=0.

On note Oy la variable aléatoire égale a 1 si la particule est a I'origine a l'instant ¢ =k et 0 sinon, et
U, la variable aléatoire égale au nombre de passages en O de la particule entre les instants 1 et 2n
(n>1).

1. Exprimer la variable U,, en fonction des variables Oy.

2n
Pour toutentiern > 1,ona: U, = Z Oy.
k=0

2. Pour tout k> 1, calculer P(Osp,1 =1) et P(03, =1).

Montrons d’abord par récurrence sur I'entier k > 0 que la particule se trouve a I'instant t = 2k + 1
sur un point de coordonnées impaires :

Initialisation (k =0): A linstant r =0, la particule se trouve en l'origine. A l'instant d’apres t =
1=2-0+1, elle peut donc se retrouver sur les points de coordonnées (1,1), (1,-1), (-1,1) ou
(—1,—-1) qui sont toutes impaires.

Hérédité: Supposons que la particule se trouve a l'instant £ = 2k + 1 en un point de coordon-
nées (x, y), ou x, y sont impairs, et montrons que les coordonnées des points que la particule
peut atteindre a l'instant £ = 2(k+ 1) + 1 = 2k + 3 sont également impaires. On récapitule les
coordonnées possibles dans le tableau suivant :

| t=2k+1| t=2k+2 | t=2k+3=2(k+1)+1 |
(x+1Ly+1) | (x+2,y+2),(x+2,)),(x,y+2),(x,))
(x+1Ly-1) | (x+2,)),(x+2,y-2),(x,)),(x,y—2)
(x-=1Ly+1) | (x,y+2),(x,1),(x-2y+2),(x=2,¥)
x-1Ly-1 | (x,»),x,y-2),x-2,y),(x-2,y—2)

(x,¥)

Puisque les nombres x -2, x, x+ 2, y—2, y et y+2 sont impairs, notre récurrence s’acheve ici.

Par suite, la particule ne peut pas étre en I'origine a l'instant ¢ = 2k +1, donc P(Ozx+; = 1) = 0.

Soit maintenant un entier k > 1. Oy = 1 si la particule est en l'origine a l'instant ¢ = 2k. Né-
cessairement, 'abscisse de la particule aura augmenté a k reprises d'une unité (et donc aussi
reculé a k reprises d'une unité) : elle a donc (zkk) choix possibles pour I'abscisse. Comme il
en va de méme pour 'ordonnée, elle a aussi (Zkk) choix possibles pour 'ordonnée. Enfin, a

chacun des 2k déplacements, la particule a quatre choix équiprobables, soit un total de 4%*
possibilités.

Finalement,

- L1 (2 (1 [2k))*
P(Osks1=1D)=0 et P(OZk—l)—ﬁ b =k
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3. Montrer que I'espérance de U,, est donnée par :

wlw

E(U,) = Z

Par linéarité de I'’espérance, et d’apres ce qui précede :

2n 2n n-1
E(Up) = E(Z EOp| = Y EOp = Z E(Oz) + ) E(O2k41)
k=1 k=0 k=1 k=0
n-1 n i
= Z POz =1+ ) P(Oys1=1) = Z —=
k=1 k=0 ik
4. Montrer que pour tout entier k>1, on a :
1 1 a1
xk 4xk? " k ~ #k
Soit k > 1 un entier. D’aprés la question 5 de la partie A :
1 , 1 a 1
ars— = a;<— = —<o—.
VT /4 k = kn
La question 7.3 de la partie A donne, quant a elle,
1 1 - 1 1 < - 1 (1 1 ) <
—-a — - <a —|l1-—|<a
N AT VT 8kvm - ¥ VAT
31(11+1)<a2:1 P NS NS SR
n\ 4k 64k%) "k m 4km S w 4km e4kim K
1 14
> — - <.
kn 4k*m ~ k

La double inégalité est ainsi démontrée.

5. En déduire un équivalent de E(U,) lorsque n tend vers +oo.

Linégalité précédente implique, pour n > 1 un entier :

P

2 n A n 1
noapg &1 L E _LiaTx
Z_kgz_ o 1- k14k2 k1k< klkn
ok o kn

ik Akm B

Zkzlk_n Zk lkn Zk lkn

Puisque Y k™2 est convergente (vers m2/6) et Y. k! est divergente, le théoréme d’encadrement
nous assure que lorsque 7 — oo,

2
n % 2
lim i1 L = i a lilANI.Z In(n)
11 1
o Y et Fr k=1 kb reom Sk oo

Remarque : Ceci signifie encore une fois que E(U},) +00, traduisant le fait que notre marche
n—oo

aléatoire sur le plan reviendra une infinité de fois en I'origine. En poursuivant, on démontre que
ce résultat n’est plus vrai pour une marche aléatoire dans I’espace de dimension 3...
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Probleme 3 : équation de Pell-Fermat

On se propose de déterminer s'il existe des entiers strictement positifs m et n (m < n) vérifiant |'égalité :

m n
Y k=) k
k=1 k=m

1. Montrer que ce probléme peut se ramener a la recherche d’entiers x,y,m et n (0 <m< n) tels

que :
x=2n+1
y=2m

x> -2y°=1.

En transformant quelque peu cette équation, on trouve :

m n m n m-1

Yk=Yk o Y k=Yk-Y k

k=1 k=m k=1 k=1 k=1

m(m+1) n(n+1) (m-1)m
22 2

o 0=nm’+n-m*+m-m?*-m=n*+n-2m?

o 4n’+4n-8m?=0 o (@2n+1?*-22m)?*=1

<

x=2n+1
= y=2m
x2—2y2:1.

On note dans ce qui suit (E) I'équation x? -2y? =1 d'inconnue (x,y) € (N*)2. On range les solutions de
(E) dans I'ordre croissant des y.

2. Ecrire un algorithme permettant d’obtenir les solutions de (E) pour y < 100.

Lidée deI'algorithme est de créer une fonction solutions (y) prenant comme parametre le nombre
y < 100. On créerait une boucle sur 'entier x testant 1'égalité (E) < x> = 1+2y2. Si le test donne
un résultat positif, le couple (x, y) est solution, sinon non. Voici ce que cela pourrait donner :

Boucle : pour x allant de 1 a [sqrt(1+2y~2)]+1 faire
si x"2=1+2y~2 alors affiche (x,y)
fin boucle

Remarque : implanté en programme, il ne sera pas tres efficace pour répondre a la derniere ques-
tion du sujet parce qu'il teste vraiment tous les nombres x possibles. Son exécution sera donc
considérablement ralentie, ne serait-ce que pour déterminer la cinquieme solution. ..

3. Déterminer la plus petite (au sens de I'ordre choisi) solution de (E).

Léquation (E) suggere que x > y. On teste donc le couple (2,1) : 22 —2-12=4-2=2 # 1. On teste
alors le couple (3,2) :
32-2.22=9-8=1,

et on en déduit que le couple (3,2) est la plus petite (au sens de ’ordre choisi) solution de (E).
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4. 4.1. Montrer qu'il existe deux suites d’entiers (x,),en: €t (Vn)uen- telles que, pour tout entier n
non nul :

B+2V2)" = x,+ ynV2.

Soit n > 1 un entier. Grace a la formule du bin6me de Newton, remarquons que

( )(2\/_) 3" ’—Z( )3” i2i V2
( )311 121 \/5’..
~—~

GN i 1m_pa1r € \/EN

eN ev2N

(B+2v2)"

|
M 3

~.
Il
=

Il
M=
h
v
w
:
r\Z
+
M

( ~~.
o
)
=

On en déduit qu'il existe deux suites d’entiers (x,) ,en+ €t (V1) ,,en+ telles que, pour tout entier
nnonnul, (3+2v2)" = x, + Yn V2. Notons par ailleurs que cette écriture nous donne x; =3

ety =
4.2. Exprimer x,:1 et y,.1 en fonction de x, et y,.

Soit n=1lun entier. Alors

Xpel+yna V2 E B+2v2)" = (3+2V2)(3+2V2)"

L B42V2)(Xn+ YuV2) = Bxn +4Y5) + By + 222 V2.

Puisque (x,), (y,) sont des suites d’entiers, on en déduit par identification que

Xn+1=3Xn,+4yn et Vn+1 =3Yn +2x5.

4.3. Montrer que les suites (x,),en €t (Vn) ,,en- SONt strictement croissantes et tendent vers +oo.

Notons que pour tout entier n > 1, x, + y,V2 = (3+2v/2)" # 0 implique que x, et y, ne s'an-
nulent pas simultanément. Autrement dit, les quantités x, + 2y, et x, + y,, sont strictement
positives.

Par suite, pour tout entier n € N*, on a:
Xnt1—Xp=2Xp+4yn=2(xp+2y,) >0 et Vel = Yn =2Xpn+2yn =2(xp+yn) >0,

prouvant que les suites (x,) ,en+ €t (V1) ,en+ SONt strictement croissantes. Puisque ce sont des

suites réelles, on a nécessairement x, > net y, > npourtoutn > 1,d’ou lim x, = llm 0 Yp =
n—oo

+o00.

5. Montrer que, pour tout entier n > 1, (x,,y,) est solution de (E).

Procédons par récurrence sur 'entier n > 1 :

Initialisation (n=1): x%-2y?=3%-2.22=9-8=1, donc (x1, y1) est bien solution de (E).
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Hérédité: Supposons le résultat vrai au rang n, et montrons qu’il I'est encore pour n+1.On a:

4.1

X2 =2VA 0 = (Bxp+4yn)? —2(2x, +3yn)?
= 9x% + 24X, Y, +16y% —8x% —24x,y, — 18y
= a2y

Cette récurrence démontre que pour tout entier n > 1, (x,, ¥,) est solution de I’équation (E).

On se propose de montrer que |'ensemble S = {(x,, y,), n € N*} est I'’ensemble des solutions de I'équation
(E). On suppose qu’il existe des couples (x,y) d’entiers positifs solutions de (E) n’appartenant pas a S
et on note (X,Y) le plus petit (au sens de I'ordre choisi) de ces couples.

6. Montrer qu'il existe un unique entier N tel que yy <Y < yn+1-

Supposons qu’il existe n € N* tel que X = x,. Alors nécessairement Y # y, pour éviter le cas
(X,Y) € S. Supposons alors que pour tout n € N*, X # x,. Dans ce cas, on a aussi Y # y, car
sinon on aurait

Y=y, = xfl—ZYz:xi—Zy,%gl = x,21:2Y2+1.

Mais (X, Y) étant solution de (E), il vient que X?-2Y? =1 & X? =2Y?2+1. On en déduit 'absurdité
X=Xxy...

Dans tous les cas, (X, Y) solution de (E) implique que pour tout entier naturel n non nul, Y # y,,.
Enfin, puisque les suites (x,) ,en+ €t (¥n) ,en+ SONt strictement croissantes et que pour tout n > 1

Ynr1—Yn=20 xy, + yn ) =10,
Zx1=2 >2y=3

on en déduit qu’il existe un unique entier N € N* tel que yx <Y < yn+1.

7. Justifier a 'aide de I'algorithme que N > 2.

Sachant que (x1, 1) = (3,2), la question 5 et la stricte croissance des suites (x,) et (y,) nous as-
surent que pour tout n > 1

Xpni1—Xn=2(Xp+2y,) 221+ y1) =14 et Yne1 = Yn=2(Xn+ yn) =2 2(x1 + y1) = 10.

Lalgorithme permet de vérifier aisément que (x; + 14, y; +10) = (17,12) est la prochaine solution
(au sens de I'ordre choisi). En effet,

172-2-122=289-2-144=289-288 = 1.

Par conséquent, (xz, y») = (17,12), et donc aucune solution (X, Y) de (E) ne peut vérifier y; <Y <
y2. Finalement, N > 2.

8. Montrer que :
AN+ YNV2< X +YV2<xni1 + YN V2.
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On remarque au préalable que

IN<Y <yni1 © 2y54<2Yi<2y%.,
1+2y% <1+2Y%<1+2y5%,,
xIZV <X’< xIZVJrl car (x, N, yn), (xn+1, Yn+1) et (X, Y) sont solutions de (E)

¢ ¢ ¢

XN < X< Xni1 car xy,Xn+1,X >0

De plus, V2> 0= ynyV2 < Y2 < yn11V2. Par addition membre 4 membre, on trouve finalement

xN+yN\/§< X+ Y\/§< XN+1 +J/N+1\/§-

9. En déduire que :
XN_1+YN-1V2< (BX —4Y)+(BY —2X)V2 < xy + ynV2.

Reprenons la double inégalité de la question précédente :

XN_1+ YN-1V2 < BX —4Y) + (BY —2X)V2 < xn + ynV2

S B+2vVN < X+ VV2< (3+2V2)NH
N L X+¥va B+2v2)N
3+2V2
(X+YV2)(3-2V2) <3+2v3)V
(3+2v2)(3-2v2)

o  B+2v)N 1l <3X-2XV243YV2-2YV2 <@3+2v2)N
o XN+ YN41V2<(BX —4Y) +BY —2X)V2 < xy + yn V2.

B+2vV2)N 1<

¢

10. Montrer que :

10.1. 3X-4Y>0;

Puisque (X, Y) est solution de (E), on a:
X2-2Y?=1e X?=1+2Y?> X?*>2Y?> X>YV2o3X>3YV2.

Mais puisque 3v/2 > 4, il vient finalement que 3X >4Y & 3X -4Y > 0.

10.2. 3Y-2X>0;

N>2
Notonsque Y > yy > y; =2implique que Y —2 > 0. Par suite (n'oublions pas que (X, Y) est
solution de (E)),

Y+2>0 2 2 2
Y-2>0 => (Y-2)(Y+2)>0 Y " -4>09Y°"—-4-8Y">0

o 9Y?-4(1+2Y) >0 9Y?-4X?’>0< 3Y -2X)(3Y +2X) >0

3Y+2X>0
= 3Y -2X>0.
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10.3. 3Y-2X<Y,;
Puisque (X, Y) est solution de (E), ona:
X?-2Y? =1 X*=14+2Y?’=2X*>Y?=22Y -2X <0 3Y -2X< Y.
10.4. (3X—-4Y,3Y —2X) est solution de (E).
Les questions 10.1 et 10.2 nous assurent que (3X —4Y,3Y —2X) € (N*)2. De plus,
(BX-4Y)?>-2(3Y -2X)?=9X?-24XY +16Y?-18Y%?+24XY -8Y?=X?-2Y? =1

car (X, Y) est solution de (E), donc (3X —-4Y,3Y —

11. Conclure.

2X) est bien solution de (E).

On a trouvé une solution de (E), n’appartenant pas a S (d’aprés la question 9) et telle que 3Y -2X <

Y (question 10.3)

: cela contredit le fait que (X, Y) soit le plus petit couple de solutions de (E)

n’'appartenant pas a S (au sens de I'ordre choisi). Finalement, un tel couple (X, Y) n’existe donc
pas (raisonnement par I’absurde).

On avait déja montré que S était inclus dans I’ensemble des solutions de (E), et on vient de démon-
trer qu’il n’existe pas de couple solutions de (E) qui ne soit pas dans S: S est donc bien I’ensemble
des solutions de (E).

12. Donner les cinq couples d’entiers (x,y) (au sens de I'ordre choisi) solutions de (E) puis les valeurs
correspondantes de m et n.

Grace aux relations de la question 4.1, on peut implanter un programme pell(n) donnant les n
premiers couples solutions de (E) et donc les n—1 entiers n et m vérifiant I'égalité de départ (celle
avec les sommes). Attention, le n de la fonction n’a rien a voir avec le n de I'’équation!
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