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Calculatrice électronique de poche - y compris calculatrice programmable, alphanumérique ou a
écran graphique — a fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément a la
circulaire n° 99-186 du 16 novembre 1999.

L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique
est rigoureusement interdit.

Dans le cas ou un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit ’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypothéses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : Hormis I’en-téte détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat,
comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé
comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de
signer ou de l’identifier.
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Notations

e Si K = R ou C, pour un polynéme P(X) € K[X], on notera P la fonction polynéme
associée a P(X).

e Si deux suites numériques (up, )y, et (v, ), sont équivalentes, on notera u, ~n, v,. De méme,
si f et g sont deux applications réelles définies au voisinage d’un point zg et équivalentes
en zg, on notera f(z) ~z, g(z). Quand le voisinage sera un voisinage & droite en zg, on

précisera f(z) o g9(z).

e On rappelle que le produit au sens de Cauchy de deux séries (réelles ou complexes) 3 u, et
> Vn, est la série ) wy, ol le terme général wy, est défini pour n > 0 par wp, = 7o UnVn—k-
On rappelle aussi que si les séries > u, et Y v, sont absolument convergentes, alors la série
produit 3wy, est aussi absolument convergente et ’on a

n=0

Objectifs du probléme

Ce sujet aborde une série de résultats et de propriétés relatifs & la formule de Stirling!
ainsi qu'aux polynémes et nombres dits de Bernoulli2. Il se compose de quatre parties.

Dans la partie I, on établit la formule de Stirling qui donne un équivalent simple de
la suite (n!),. Ce travail utilise les intégrales de Wallis?, qui sont étudiées au début de la
partie. La fin de la partie I est une application des intégrales de Wallis et de la formule de
Stirling a I’étude du volume des boules dans R™.

La partie II s’intéresse aux polynémes et nombres de Bernoulli. On y étudie cer-

taines de leurs propriétés et I’on donne deux applications de cette étude. La premiere,
N

arithmétique, s’intéresse au calcul des sommes du type Z kP. La deuxieme est consacrée

k=0
xt

au développement en série entiére de la fonction :
e —

Dans la partie III, on introduit la fonction ¢ de Riemann? et 'on explicite ses valeurs
prises sur les entiers positifs pairs au moyen des nombres de Bernoulli. Ce calcul permet,
avec la formule de Stirling, d’expliciter un équivalent simple pour la suite des nombres de
Bernoulli.

Dans la partie IV, on revient a la formule de Stirling et I’'on décrit une méthode pour
obtenir un raffinement asymptotique de la formule.

Les parties de ce sujet ne sont pas indépendantes, chacune d’elles pouvant utiliser
des résultats établis dans celles qui la précedent. Aussi pourra-t-on utiliser pour traiter
certaines questions, les résultats établis dans les questions précédentes sans les démontrer.
Il est toutefois vivement conseillé aux candidats d’aborder linéairement ce sujet.

! James, mathématicien anglais, Garden 1692 - Edimbourg 1770. '

?Jakob (francisé en Jacques), mathématicien suisse, premier d’une longue lignée familiale de
mathématiciens. Béale 1654 - Bale 1705.

3John, mathématicien anglais, Ashford 1616 - Oxford 1703.

4Georg Friedrich Bernhard, mathématicien allemand, Breselenz 1826 - Selasca 1866
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I. Intégrales de Wallis et formule de Stirling.

I.1. Intégrales de Wallis.

Pour tout entier n > 0, on pose

us

Ws = /7 cos™(z)dz
0

™

I.1.a. Montrer que, pour tout n > 0, on a W, = /2 sin"(z)dzx.
0

(Indication. On pourra, par exemple, utiliser un changement de variables.)

I.1.b. Montrer que la suite (W), est strictement décroissante.
(Indication. Pour la décroissance, on pourra comparer les fonctions z +— cos™(z) et z — cos"T1(z).
Pour la stricte décroissance, on pourra raisonner par ’absurde.)

I.1.c. A l'aide d'une intégration par parties montrer que, pour n > 0, on a

n+1
Wn+2: <n+2> Wn

1.1.d. En déduire que, pour tout entier p > 0, on a

(2p)! =
W = mge3
- 2% (p1)?
I.1.e. Montrer que, pour tout n > 0, on a
i
WoWhy = Antl)

(Indication. On pourra utiliser la question précédente en distinguant suivant la parité de 'entier

1.1.f. Prouver que, pour tout n > 0, on a

1 W,
& - 2

1—
n—+ 2 W

et en déduire que Wy, ~p Wyt
(Indication. On pourra utiliser la question I.1.b.)

I.1.g. Montrer finalement que W, ~, 1/%. En déduire li7rln Wh.

1.2. Formule de Stirling.
On considere la suite (uy), définie, pour n > 1, par
nle™
n"y/n

et la suite auxiliaire (v, ), définie, pour n > 2, par

Unp =

Up = Inu, —Inup—q
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