EXERCICES DE GEOMETRIE — BASES

Exercice n° 1 p. 222

/\ /\
PuisqueABC et ACB sont de méme mesure, il en est de
/\ /\

méme pour les angleBCL et ABN . Notonsx cet angle.
T T
Par suite, MNL = ANB = 180 — (90 +x) = 90 —x. De
T

— T
méme, NLM = BLC =180 — (90 +) = 90 —x. On en

déduit que ces angles sont égaux, donc que MNL est
isocele en M.

Exercice n° 2 p. 222

— T
AMD = 180 — 60 = 120°, donc les angles égaux du

triangle AMD isocele en M mesurent chacun % (180 —
/\

120) = % 60 = 30°. De plusMOA = 180 — (90 + 60) =
/\
30°, doncAOE =90 — 30 = 60°. Un triangle isocéle en O
AN
dont I'angle O mesure 60° est un triangle équilatéral,

donc OAE = 60°. Enfin, DAE = DAM + MAO +

—
OAE =30 + 90 + 60 = 180°. C’est I'angle plat, ddes
points D, A et E sont bien alignés.

Exercice n° 3 p. 222

Soit H le point d’intersection des droites (TP)(BIS).

— —
Alors les anglesBPT et APH sont égaux car opposés

par le sommet. Par conséquent, avec les donnéés de
P

figure, SPH =SPA + APH =x + x = 2. Mais on a
—

aussiSPH = 180 — (90 + 26) = 180 — 116 = 64°. On en
déduit quex = 32°.

Exercice n° 4 p. 222

A

Soit | le milieu de [AC]. ABCD est un parallélograme,
donc ses diagonales [AC] et [BD] se coupent en leur
milieu I. AECD est un parallélogramme, donc ses
diagonales [AC] et [EF] se coupent en leur milidanc
aussi en |. En particulier, les segments [BD] dt][Be
coupent en |, qui est leur milieu commun, le quatéie
BEDF est donc aussi un parallélogramme.

Exercice n° 5 p. 222

F est image de E par la symétrie de centre Infpoi
d’intersection des diagonales [AC] et [BD]. Partspi est

le milieu de [EF], et comme c’est aussi le milieu[BD],

il est immédiat que le quadrilatéere DEBF est un
parallélogramme.

Exercice n° 7 p. 223

L'aire du losange vaut 4 fois celle d'un petit trige.
Puisque celle d'un petit triangle vaétSZ—Z’S = 5,625
cnt. En conséquence, I'aire du losange vaut 8,625 =

22,5 cm.

Exercice n° 9 p. 223

On constate déja que les diagonales se couperdguen |

milieu et sont de méme longueur. De plus, les 4esng

sont droits : en effet, [AB] étant un diamétre duote et
— T

C un point de ce cercleACB est droit, tout comme
T

ADB puisque D est aussi sur le cercle. On peuefkr
méme chose en disant que [CD] est un diamétrerdéece
et A, B deux points de ce cercle.



Exercice n° 10 p. 223

L'angle BAC vaut 30°, I'angle CAD vaut 60° puisque

le triangle CAD est équilatéral. Par conséquemindle
—

BAD vaut 90° et est donc droit. Or le certlede centre

D passant par C passe aussi par A puisque ACD est
équilatéral implique en particulier que DC = DA. ©n
déduit que la droite (AB) est perpendiculaire ayora
[AD] du cercle€, c’est la définition de la tangente.

Exercice n° 11 p. 223

a) [OA] et [OB] étant deux rayons du cerclg, on a
directement que OA = OB, ce qui rend le triangle
/\

OAB isocéle en O. Par suite, on sait déja B =
—

OBA. De méme, [O’A] et [O'B’] étant deux rayons
du cerclec”, on a directement que O’A = O'B’, ce qui
rend le triangle O’AB’ isocele en O’. On sait daee

— — — T —

OAB" = OB'A . Or OAB = O'AB’ car ce sont
deux angles opposés par le sommet. Il s’en suit que
T T

OBA = OBA.

b) De I'égalité précédente, puisque les points O, et
sont alignés, on peut affirmer que ces sont deglean
alternes-internes, et donc les droites (OB) et (O'B
sont paralléles.

c) La tangente & en B est perpendiculaire a (OB). La
tangente &” en B’ est perpendiculaire a (O'B’). Mais
les droites (OB) et (O'B’) sont paralléles, donaxe
droites perpendiculaires a ces droites parallébes s
paralleles entre elles, c'est-a-dire que les tategea
€ en B et &” en B’ sont paralléles (sinon faire un
petit dessin pour s’en convaincre).

Exercice n° 13 p. 223

a) O représente le centre du cercle circonscrit, jugidg
centre du cercle circonscrit est par définitionpeént
de concours des trois médiatrices.

b) D’apres la définition, les trois médiatrices se pent
en le centre du cercle circonscrit, donc la médiatr

du segment [PN] est la droite passant par son urglie
par O.

Exercice 14 p. 223

On se place dans le triangle OBC. Par hypothése, la
perpendiculaire a (AC) = (OC) passant par B, sait |
hauteur issue de B, et la perpendiculaire a (BGPDB)
passant par C, soit la hauteur issue de C, se nbapd. |

est donc I'orthocentre du triangle OBC. On en dédue

la troisieme hauteur issue de O, donc (OIl) est
perpendiculaire au dernier coté, a savoir (BC).

Enfin, il suffit de remarquer qu’un parallélogramme
admet ses cdtés opposés paralléles, donc lesi(Bi

et (AD) sont paralléles. Puisque (Ol) est perpandime a
(BC), cette droite (Ol) est aussi perpendiculai(AR).

Exercice 15 p. 223




| est le centre de gravité du triangle ABF. Enfi2étant

le milieu de [BF] (par construction de la figurentée

dans I'énoncé), (AC) est la médiane issue de Aiduadle

ABF. De plus, le quadrilatere ABFE étant un rectang
ses diagonales se coupent en leur milieu, en phetic
(BE) coupe le cété [AF] en son milieu, donc (BE) les

médiane issue de B du triangle ABF.

Finalement, puisque | est l'intersection de deuxiandes
(BE) et (AC), | est le centre de gravité du triangBF.

Exercice 16 p. 223

1. On place le point I, milieu de [GC].

2. D’aprés le cours, si C’ désigne le milieu du c@#8],
on sait que le centre de gravité G se trouve sur le
segment [CC’] aux deux tiers du sommet C. On place
ainsi le point C’ tel qu&C’ = IG (on aura donc bien

gue C, G et C’ sont alignés dans cet ordre, et C% =
CC).
3. D’aprés le point 2, C' est le milieu de [AB], onapk

donc le symétrique A de B par rapport a C’, et le
triangle recherché est ainsi obtenu.

Exercice n° 23 p. 224

On notea l'angle codé par un trait (donc la moitié de
N\ N\

'angle A), etb la moitié de I'angleB, donc I'angle codé
par un trait double. En se placant dans le triahgs on
sait que

a+b+135=180

donca+b=45

donc 26 +b) =90
AN AN

doncA + B =90

/N /N AN
et doncC =180 - A + B) =180 —90 = 90.
Le triangle ABC est donc bien rectangle en C.

Exercice n° 24 p. 224

Notons déja que si ABC doit étre un triangle regtaren
A, alors [BC] est un diamétre du cercle circonsai
contiendra donc A. Les trois figures associéesae/ént
en-dessous des solutions...

a. SiBC =6 cm et BH = 2 cm, on peut construire le
point A. En effet, ces informations nous donnent la

position de H par rapport a B et C, il suffit alats
tracer une perpendiculaire a [BC] passant par ldeet
choisir I'un des points d'intersection avec le ¢erc
pour point A.

. Si AH =3 cm et BC = 7 cm, on peut aussi construire

le point A. Pour cela, il suffit de tracer une piada a
(BC) distante de 3 cm par rapport a cette dernigtre,
de choisir I'un des points d'intersection avec éecte
comme point A.

. SiIAH =4 cm et BC =7 cm, on ne peut pas consruir

le point A. En effet, la méthode précédente ne donn
en aucun cas de point d'intersection entre la [edeal

et le cercle. Cela peut s'interpréter de la maniéere
suivante : puisque BC = 7 cm, le rayon du cercle
circonscrit est de 3,5 cm. AH > 3,5 cm, donc on ne
peut pas trouver de tel point A.

4 cr




Exercice n° 37 p. 225

Exercice 39 p. 225

1. On commence par tracer le cercle de centre A, de
rayon assez grand pour pouvoir cougeen deux
points distincts que I'on note B et C.

2. On trace ensuite le cercle de centre C et de rAyhn

3. On continue avec le cercle de centre B et de réy®n
= AC (a noter que les trois cercles ont donc le mém
rayon).

4. La deuxiéme intersection de ces deux derniersezrcl
est le point recherché A’ (la premiére étant A).

Un peu de théorie : B et C sont sur la draitedonc les
deux derniers cercles seront I'image d’eux-mémesdga
symétrie. Or, on a vu dans le cours que I'imagene’u
intersection est l'intersection des images, etquesA est
un point d’intersection des deux cercles, A’ séaatte
point.

Exercice n° 38 p. 225

Premiére solution

ABC est un triangle isocele en A,
donc la hauteur issue de A en est
aussi la médiatrice. Notons M le pied
de cette hauteur, de sorte que MB
MC et (AM) O (BC). H étant le
symétrique de A par rapport a (BC),
on a que HO (AM) et AM = MH. Vg
Les diagonales sont perpendiculaires '
et se coupent en leur milieu, donc
ABHC est un losange.

Seconde solution

On considére la symétrged’axe (BC). Par cette symétrie,
B a pour image B et C a pour image C (puisque ees d
points sont sur la droite de symétrie), et A a pmage H
(d’aprés I'énoncé). Par conséquent, [AB] a pourgena
[HB] et [AC] a pour image [HC], et comme les longue
sont conservées, on a AB = HB et AC = HC. Or ABG A
car ABC est isocele en A, donc AB = AC = HB = HC.
Les quatre cdtés ont méme longueur, donc ABHC st u
losange.

- A

On commence par tracer la droite (A’'B) qui coupen
un point nommé OConséquence O étant surd, le

symétrique de [A’O] par rapport@est [AO], et puisque
B O [A'O], on sait déja que B [AQ].

On trace ensuite la droite (AB) qui cougesn un point
noté I.Conséquence puisque | est sull, le symétrique

de (Al) = (AB) par rapport & est (A'l), et puisque BJ

(Al), on sait aussi que BT (A'l).

D'aprés les deux conséquences ci-dessus,
l'intersection des droites (AO) et (A'l), il suffélors de
les tracer pour déterminer la position du point B’.

Exercice n° 40 p. 225

B)

B

Notons M lintersection des droites (IK) et (AH).faut

démontrer deux choses :
e que (AH)O(IK) ;
e que AM = MH.

Premier point

Grace au théoréme des milieux (toutes les hyposhersst
vérifiées), on sait que (IK) // (BC). Or (AH) est hauteur
issue de A dans le triangle ABC, donc (AH)(BC), et
donc (AH)O (IK).

Second point

Puisque (IK) // (BC), on peut appliquer la récipmegdu
théoreme des milieux dans le triangle AHB pour miuv

affirmer que la droite (IK) coupe [AH] en son miliéV.

M est donc le milieu de [AH], donc AM = MH.

est



Exercice n° 41 p. 226

On considére la symétrie de centre O. L'image de A
(respectivement B) est C (respectivement D), donc
'image de (AB) est (CD). Od passe par O, donc son
image pars est elle-méme, c’est-a-ditk Puisque I'image
d’'une intersection est l'intersection des imagesaoque
limage de M, intersection de (AB) ed, est N,
intersection de (CD) et

Enfin, 'image de [AM] sera sont [CN] puisque A a€in

pour image C et M a pour image N. On en déduit/AMe
= CN.

Exercice n° 50 p. 226

T T
a) Les anglesBAC et BNC interceptent le méme arc

C
{0
&y
419
A || B
~ T
BC, ils ont donc méme mesure, doBNC = 60°.
T T
De méme, les angleACB et ANB interceptent le
P T T
méme arcAB, donc ANB = ACB = 60°. Enfin,
T T
pour les mémes raisonMC = ABC = 60°.
T T T T
b) ANC = ANB + BNC =60 + 60 = 120° eANC

— T

+ AMC = 120 + 60 = 180°, ils sont donc bien
supplémentaires. lls n’interceptent par contre Ipas
méme arc, puisque M et N sont de part et d’autre de
la droite (AC).

Conclusion du b: Ce n'est évidemment pas une

démonstration, mais on pourrait conjecturer que siM

et N sont deux points qui n’interceptent pas le mém
~ — — T

arc AC, alors AMC + ANC = 180° c'est-a-dire

— T — T
AMC et ANC sont supplémentaires).

Exercice n° 52 p. 227

On commence par déterminer AB :

% =cos(41°)= AB =10x 0,7547= 7,55 cm.

On détermine ensuite AC :
AC =/BC? - AB? =4/100 — 7,55= 6,56 cm.

Le périmetre vaut done = 7,55 + 6,56 + 10 = 24,11 cm,

et I'aire vauts{ :%&56: 24,764~ 24,76 crf.

Exercices d’approfondissement

Exercice n° 80 p. 229

a) Par la translation de vecteﬁﬂ?f, E a pour image B, D
a pour image C, et donc (El) a pour image la droite
perpendiculaire a (AC) passant par B, et (DI) arpou
image la perpendiculaire a (AB) passant par C.
L'image de I, intersection des droites (El) et (Dd¥t
donc I'orthocentre H du triangle ABC.

b) Remarquons que (EB) (BC), donc (IH)O (BC) (en
effet, le vecteur de la translation est toujours
perpendiculaire a (BC)), et (AH) (BC) car (AH) est
la hauteur issue de A, donc les points A, H etrtso
alignés.

Exercice n° 81 p. 229

Donnons des noms aux différents points de la figure

On a rajouté trois points sur la figure.

T T
On va déterminer I'angle BLC : On sait queBAN =
T T
60° et ANB = 90°, donc NBA = 30°, ce qui implique
T T —

qgue NBL =30 + 20 = 50°. OrNCA =180 — (CNA +

— T T T
NAC ) =180 — 90 — 50 = 40°, d'oBLC =180 - (LBC
— — —
+ BCL) =180 - LBN + BNA) =180 — 50 — 40 = 90°.
T
On va déterminer l'angle BMC : On vient de
T T T
déterminer queBCL = NCA = 40°, doncBCM =40 +
— T — T —

20 = 60°. OrCBM = NBA = 30°, doncBMC = 180 -

o~

(BCM — CBM) = 180 — (60 + 30) = 90°.

Par I'énoncé, (NAYI (BC). On vient aussi de montrer que
(LB) O (AC) et (MC) O (AB). Les droites (NA), (LB) et
(MC), c'est-a-dired;, d, et d; sont donc concourantes
puisque ce sont les trois hauteurs du triangle ABC.



Exercice n° 82 p. 229

a) On utilise le théoreme des milieux a plusieurs
reprises :

» Dans le triangle ACD, (KL) coupe respectivement
[CD] et [AD] en leurs milieux K et L, donc (KL) //
(AC);

» Dans le triangle ACB, (HI) coupe respectivement
[CB] et [AB] en leurs milieux H et I, donc (HI) //
(AC);

» Dans le triangle BDC, (HK) coupe respectivement
[CB] et [CD] en leurs milieux H et K, donc (HK) //
(BD) ;

» Dans le triangle BDA, (LI) coupe respectivement
[AD] et [BD] en leurs milieux L et I, donc (LI) //
(BD).

Des deux premiers points, on peut déduire que (KL)

(HI), et des deux derniers, (HK) // (LI). Au findgs

cbtés opposés sont deux a deux paralléles, c'est un

condition suffisante pour affirmer que le quadétat

IHKL est un parallélogramme.

b) I est le milieu de [AB], et la médiatrice de [ABagse
nécessairement par O puisque A et B sont sur leemém
cercle de centre O. D'ou (Ol) est cette médiatroee,
qui implique que (OIYI (AB). L'image (O'I') de (Ol)
par la symétrie de centre S sera donc perpendieldai
(A'B’). Mais (A'B’) // (AB) car une symeétrie centta
transforme une droite en droite parallele, dond’YO’
O (AB). Enfin, 'image de | par cette symétrie est K
puisque S est le centre du parallélogramme IHKL,
donc (O'I) est la droite perpendiculaire a (AB)
passant par K, c'est-a-didg.

On montre de la méme maniéere que I'image de (OH)
est la perpendiculaire a (BC) passant par L (Gest-
dire d;), que limage de (OK) est la droite
perpendiculaire a (CD) passant par | (c'est-a-dije

et que I'image de (OL) est la perpendiculaire a YAD
passant par H (c’est-a-didg).

Les droites (Ol), (OH), (OK) et (OL) sont
concourantes en O, donc les droites imatjesh, ds

et d, seront aussi concourantes en un point, qui n'est
autre que le symétrique du point O par rapport(@nS
effet, on rappelle que I'image d’'une intersectist e
l'intersection des images).

Exercice n° 83 p. 229

—
Soientd la bissectrice de I'angleAOD et E le point
d’intersection del avec le cercle se trouvant sur le petit

arc AD. Faisons une figure pour récapituler ces

informations :
D C
. E
A
B
T T

Les anglesEOD et EOA sont égaux, et OD = OA, donc

D est I'image de A par la symétrie d'axe (OE). uisn
— T — T T — T — T

a EOD = EOA et DOC = AOB, on a aussiEOC =

S

EOB, et comme OC = OB, on a aussi que C est I'image
de B par la symétrie d'axe (OE). Par définition lde
symétrie axiale, les droites (AD) et (BC) sont démates

les deux perpendiculaires a (OE), donc parallélgsee
elles.

Exercice n° 84 p. 229

a) Analyse: Les quatre points sont cocycliques. En effet,
les triangles OPA et OQA sont tous deux rectangles
(respectivement en P et Q), et admettent [OA] comme
hypoténuse commune. D’aprés un théoréme du cours
P appartient au cercle de diamétre [OA], et Q &l
méme propriété. Donc les quatre points O, P, Q et A
sont situés sur le méme cercle de diamétre [OA].
Synthése: On trace d'abord la droite (OA). On
construit ensuite au compas la médiatrice du segmen
[OA], et on appelle | le point d'intersection entette
médiatrice et (OA). On trace enfin le cercle deteeh
passant par O, en notant P et Q les deux points
d’intersection avec le cercie.

Par le théoréme réciproque de celui utlisé a la
guestiona, on sait que le triangle OPA est rectangle
car P se trouve sur le cercle de diamétre [OA]. Or
[OP] est un rayon d€’, donc (PA) est bien la tangente

b)



en P au cercl&’. On effectue le méme raisonnement
pour justifier que (QA) est bien la tangente enQ a
cercle€.

Exercice n° 85 p. 229

Analyse: On suppose le probléme résolu (pour cela, on
fait une figure a main levée approximative, maisrgl
méme assez précise pour pouvoir émettre une canggct
Puisque | est le milieu de [MM’], la parallele a @B
passant par | coupe le troisieme c6té du triandiMO
(donc OM) en son milieu, sachant que O est le point
d’intersection del etd’.

Synthése: On trace la paralleled passant par I. Celle-ci
coupe la droitel en un point noté I’ (en effet, les droitgs
etd’ sont sécantes). Soit M le symétrique de O parapp
par rapport a I’, et M’ le symétrique de M par ragg I.
On va montrer que | est le milieu de [MM’]. Pouttazeon
se place dans le triangle OMM'. I’ est le milieu [d&M]

et (II') est parallele @’ = (OM’), donc (par le théoréme
des milieux), (II') coupe le dernier c6té [MM’] eson
milieu. Puisque O (MM’), c’est lui le milieu !!

Exercice n° 86 p. 230

Les droitesd’ et A se coupent en un point noté O. On
trace la droited”, symétrique del’ par rapport &. Si M
est un point quelconque dk, son image M’ par cette
symétrie vérifiera la propriété demandée, a sagoe A
soit la médiatrice de [MM’] (caractérisation deslgmétrie
axiale). Or M’ doit aussi appartenir a la drotteon en
déduit que M’ est le point d'intersection enttetd”. On
construit ensuite M en tant que symétrique de M pa
rapport aA.

Exercice n° 87 p. 230

v

Soit M un point quelconque sur le cer@ede diamétre
[AB]. Le triangle AMB est donc rectangle en M. Ruis

O est le milieu de [AB] et M’ le milieu de [AM], la
réciproque du théoréme des milieux nous assure que
(OM) /I (MB), et donc (OM’) O (AM’) car (BM) O
(AM’). Le triangle AM’O est donc rectangle en M’'t e

puisque les points A et O sont fixes, le théoremeeatcle
circonscrit a un triangle rectangle nous permeffidtaer

que lorsque M décrit le cerclé¢’, M’ décrit aussi un
cercle, celui de diamétre [AQ].

Remarque instructiveCette transformation s’appelle une

homothétie de centre A et de rapp%rt % parce que A,

:%AM (autrement dit, la

distance entre le centre A et Iimage M’ d'un polvit
mesure la moitié de la longueur du centre au pdjnt

M, M’ sont alignés, et AM’



