DM n° 3 — corrigé 20/10/2006
Exercice n° 1 (fonctions en géométrie) — 8,5 points
1. a) La figure illustrant le cas x = 3 est ci-contre : ¥,

b) On rappelle que le périmetre d’un cercle de rayon
R est donné par la formule

[21&].

A partir de cette formule, on détermine que le # 3 M

périmetre du demi-cercle ¢ vaut 1,57 (en effet, 10

le « 2 » de la formule se simplifie avec la division par 2 du fait que c’est un demi-cercle, et le
1,5 correspond au rayon de ce demi-cercle). De la méme maniére, on montre que le périmetre

.
¢

du second demi-cercle ¢ est 3,5%. On en déduit que la somme des deux vaut .

¢) On rappelle que I’aire d’un cercle de rayon R est donnée par la formule .

1,5°®

2

A partir de cette formule, on détermine que 1’aire du demi-cercle ¢, vaut . De 1la méme

2

3

2

maniére, on montre que le périmetre du second demi-cercle €, est . On en déduit que la

2 2
somme des deux vaut (4> +23’5 Jn = (225 +2] 2 = .

2. a) La somme des périmetres, que 1’on note %(x), sera égale a :
pron (X 10-x\_ _x+10—-x
J’(x)_(n 2)+(TC ) j—n ) = 5.

La somme des aires, que I’on note ./ (x), sera égale a :

2 2 2 2
A NI RS e

La fonction % est toujours égale a 5w, quelle que soit la valeur de x, elle est donc constante.

b) On compléte le tableau donné dans I’énoncé :
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ax) | 39,27 | 32,20 | 26,70 | 22,78 | 20,42 | 19,63 | 20,42 | 22,78 | 26,70 | 32,20 | 39,27

c) Le graphique se trouve a la question 3. ¢)...

d) Deux réponses €taient acceptables : dire que c’est pour x = 5 que la somme des aires
semble minimale, soit parce que la valeur associée a 5 dans le tableau est la plus petite, soit
parce que c’est sur la courbe qu’on le voit.

3. a) Le petit c6té du petit triangle mesure % (en effet, c’est le théoreme de Pythagore qui

. N . . 10 —x
I’assure, sachant que ce triangle est aussi isocele), et celui du grand triangle mesure \/5 .

2 2
Par conséquent, la somme des aires vaut : a(x) = %(\%) + ; l(i/%x) = %(x2 —10x + 50).
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b) La fonction a est définie pour toutes les valeurs de x comprises entre O et 10 (en effet, le
point N appartient au segment [CD] ; au mieux, N est placé sur C, auquel cas x = 0 ; au pire,
N est placé sur D, et dans ce cas, x = 10). Faisons aussi un tableau pour les valeurs :
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a(x) 25 20,5 17 14,5 13 12,5 13 14,5 17 20,5 25
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Exercice n° 2 (ensembles de définition) — 6 points

f(x) est un quotient. On résout donc 1’équation « dénominateur = 0 » pour trouver les valeurs
interdites, c’est-a-dire les valeurs qui ne seront pas dans ’ensemble de définition. Or 5 — 3x =

0 est équivalent a x = % On en déduit que |9;=R - {é} .

3

g(x) est une racine. On sait qu’une racine n’est définie que lorsque le nombre qui est dessous
est positif. On résout donc I’'inéquation 4 — 5x = 0 pour trouver les valeurs de x qui sont dans
4

I’ensemble de définition. Or 4 — 5x = 0 est équivalent a x < 5 ce qui nous amene a dire que

I=R-{-2,2}
(en effet, I’équation x* + 1 = 0 n’a pas de solution réelle)

J(x) n’est définie que lorsque (5 — x)(x — 3) = 0. On sait qu’un produit de deux nombres est
positif lorsque les deux nombres sont soit positifs, soit négatifs (« + par + fait + ; — par — fait
aussi + »). Le plus simple est de faire un petit tableau de signes pour voir ce qu’il se passe :
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x —oo 5 +00
5-x + + -
x—3 — + +

S-xx-3) - + -

On constate que le seul endroit ou le produit peut étre positif est pour les réels x entre 3 et 5,

de sorte que |9); = [3, 5]|.

e [La premiere racine est définie sur [2 ; +oof et la seconde sur [—4 ; +oo[. Le premier intervalle

étant inclus dans le second, on en déduit que |9, = [2 , +oo[|.

Synthétisons le tout dans le tableau suivant :

ensembles de définition...
. en langage en terme . £ en terme
Fonction ensembliste d’intervalle(s) sur une droite graduce d’inégalités
xpNEZ2 0 ol — (4} | 2540045 4oof Bae LA
x—4 ’ > ’ , 4 X oux>4
5 5 5 5 5
. — 00 I —| — : + oo = =
fx) R {3} } =3[UL, |: x<3oux>3
4 4 4
— oot — — o — <=
g(x) } ,5} } 75} TSs
. J=oo s 2[ U -2 2] x<-2oux>2
h(x) R-{-2;2} U2 ;4o ou-2<x<2
i(x) R ]—o0 ; +oo[ _
Jjx) [3;5] [3;5] 3<x<5
k(x) [2 5 +oo] [2 5 4o x=2
Exercice n° 3 (boites de conserves) — 5,5 points
1. Le volume ¥ est obtenu en multipliant 1aire de la base (x®) par
la hauteur A, ce qui donne V' = nthx’. Or le volume doit étre de
1 L, soit 1000 cm®, donc 1000 = whx?, d’ot h = 17?320.
. a) Les dimensions ne sont pas respectées ici, mais les mesures h

sont indiquées :
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SGm . Lalongueur du rec-

tangle doit étre égale
au périmetre de la
base (du cercle) !!!

b) L’aire d’une base de la boite est égale 2 Tx” et I'aire latérale vaut 2mhx. L aire totale est
donc égale 4 21x” + 2Thx.

¢) L’aire totale (en cm?) de la boite est donc fx)= 2 + Zm% =2’ + Z(lﬂ

. a) L’aire d’une boite dont le rayon mesure 2 cm est d’environ 1000 cm”. L’aire d’une boite

dont le diametre mesure 8 cm (donc le rayon mesure 4 cm) est d’environ 600 cm’.
b) Ce sont des boites d’environ 4 cm et 7 cm de rayon qui rendent I’aire égale 2 600 cm® (on
rappelle que dans les deux cas, la hauteur est déterminée par le fait que le volume total soit

égal a 1 litre, ou 1000 cm3, cela détermine dont deux uniques boites !).

¢) On pourrait conjecturer qu’une boite de rayon 5,5 cm rend 1’aire minimale.

. 1000
d) Puisque i = o

égale a 10,8384 cm. On constate que si I’on regarde une telle boite de face, elle sera aussi
large que haute (c’est-a-dire qu’elle s’inscrit dans un carré). On peut aussi interpréter ce fait
en disant que sur un patron de la boite, la largeur du rectangle sera égale au diametre de
chacun des deux cercles.

la hauteur d’une boite dont le rayon serait égal a 5,4193 serait elle-méme

. Si la boite était cubique, de volume 1 litre (donc 1000 cm®), la seule valeur possible pour la

longueur de son aréte est 10 cm : en effet, le volume sera bien égal a 10 x 10 x 10 = 1000
cnr’. Son aire totale sera donc la somme des aires des 6 carrés identiques de son patron, soit 6
% (10 x 10) = 600 cm™.

L’aire d’une telle boite cubique de volume 1 litre est plus importante que 1’aire minimale
d’une boite cylindrique de méme volume. Autrement dit, les ingénieurs peuvent de satisfaire
d’avoir résolu ce probléme en utilisant des boites cylindriques qui sont nettement plus esthé-
tiques que les boites cubiques...



