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Partie A : Une estimation a la Tchebychev

I Une minoration de la fonction
A.I.1 On considere deux entiers naturels a et b vérifiant 1 < b < aetl’'on pose:
1
I(b,a) = f P11 -x0%Pdx.
0
All.a Sib=1,alors
1 1
I(b,a)=1(1,a) :f xl—l(l—x)“—ldx:f (1-x%1dx,
0 0
avec a—1 > 0 (en particulier, a # 0), donc

1-x¢“
a

I(1,a) =

1__((1—1)61_(1—0)“)_ 1
0

a a

a.

Nous venons d’expliciter I(1, a) en fonction de 'entier a :

I(1,a) = —

A.ll.b Supposons quel'on ait I'inégalité stricte b < a (donc a— b >0, ouencore a—b—-12>0).Ona
alors:

1 1
I(b+1,a) :f k111 — )@ b1y :f xP1 - x)@ b1y,
0 0

Calculons I(b+1, a) en posant (remarquons que a—b #0) :
/ _ b-1
u(x) = xb , ux)=bx
/ a-b-1 d’ou 1-0*" X
v'(x)=(1-x) ’ v(x) = 0 (a une constante pres).
a —

Ces quatre fonctions étant de classe ¢ sur I'intervalle [0, 1], nous pouvons procéder a I'in-

tégration par parties :
1 1
Ib+1,a) = fu(x)v(x)dx [u(x)v(x)] fu(x)v(x)dx
0
a-b a-b
e (2
-b
= —f xb_l(l—x)“_bdx
a—-Db 0
= Lbl(b a).
Ainsi,

b
sib<a,alors I(b+ l,a):—bl(b,a) .
a_
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A.L.1.c Utilisonsle résultat de la question précédente pour calculer la valeur exacte de I(b, a). Puisque
b—1<b<a,ilvienta—b+1#0et

b-1
I(b,a)=———1(b-1,0a).
b a a-b+1 ( 2
Deméme, b—2<b<a,dota—b+2#0et
b-2
Ib-1,a) =———1(b-2,a).
( 2 a-b+2 ( 2
En remplacant dans 'expression de I(b, a) ci-dessus, on trouve alors
b-1 b-2

a-b+1 a-b+2 Ib=2,a).

I(b,a) =

Ensuite, on itere ce raisonnement autant de fois que nécessaire pour obtenir le résultat sui-
vant :

b-1 b-2 1
X .o x ——I(1,a)
a-b+1 a-b+2 a-1
(b-1)! o 1
= en effet, d’aprées A.l.1.a,ona I(1,a) = —.
(a-b+1)x---x(a-1)xa a

I1(b,a)

!
On rappelle, d’apres I'énoncé, que le coefficient binomial (Z) est égal a m. Observons
alors la série d’équivalences suivantes :
(a)_ Ix---x(a-b)x(a-b+1)x---xa
b/ 1x--x(a—b)xbx(b-1)
(a) _(a-b+1)x---xa
b) bx(b-1)!
b(a) _(a-b+1)x---xa
b| (b-1)!
1 (b-1!
b a\ (a-b+1D)x---xa
b
Il s’ensuit que
1
sil<b<a,alors I(b,a)= .
b(@
H
1 1 xb 1 1
Sib=a,alors: o d’'une part, I(b, b) :f xb_l(l —x)b_bdx :f W ldx=|=]| = -,
0 0 b 0 b

, 1 11
o d’autre part, =—=—,

) o)

sil<b<a,alorsI(ba)=

On en conclut que :

a
b

|
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A.LI.2 On considere unréel y € [0, 1].

A.l.2.a Appliquons les formules du binome de Newton. Rappelons que si u et v sont deux nombres
réels et n un entier naturel, alors la formule du binome de Newton s’écrit

(u+n)"=y (Z) ukyk, 1)
k=0

En particulier, siu=1-x,v=xyetn=a-1, alors:
a-1_ ¢ (a-1 a-1-k, .k
(1—x)+ (xy)) :Z( 2 )(l—x) (xy*~.
k

=0
Effectuons le changement d’'indice k =i — 1. Il vient :

B i—-l=a-1 _ 1 L . a _ 1 . .
(1_x+xy)a 1: Z (6;_1)(1_)(:)“ 1-(i 1)(xy)l 122(?_1)(1_)6)61 l(xy)l 1.
i—-1=0 i=1

Ainsi, i étant une variable « muette » pouvant étre remplacée par k,on a:

1 1 a a_l
f (1—x+xy)“_1dx:f Z( )(l—x)“_k(xy)k_ldx.
0 0 j=1 k-1

Et, par la linéarité de I'intégrale :

! -1 &(a-1) ko (! —k k-1
f 1-x+xy* dx:Z(k 1)y f (1-x)"*x"""dx.
0 k=1 \"" " 0

Enfin, puisque 1 < k< aetI(k,a) = fol 211 - x)% *dx, il vient que:

1 a (a-
pour tout nombre réel y € [0, 1], f 1-x+xy)*dx= > (Z }
0 k=1\""

)yk_l I(k,a)|.

1 1
A.L2.b Observons que f (1-x+xy)%tdx= f (1+(y- l)x)a_1 dx, de sorte que
0 0

1 (1+@-Dx)]"

y—1 a

1
f(l—x+xy)“_1dx = [
0

0

_ 1 1 a a
_ Zz_y—l((H(y_DXl ~(1+ (-1 x0)")
1 1 a a1 y'-1
= _——_— —]_ = — .
ay—l(y ) a y—-1

On reconnait la formule de la somme de a termes consécutifs d'une suite géométrique de
raison y et de premier terme 1 :

ya_l l_ya _ a B
1 = - :1+y+...+ya1:Zyk 1_
y y k=1

On obtient bien la formule demandée :

1 ] a
pour tout y € [0, 1], f (1—x+xy)“_1dx:— yk—l '
0 aj=1
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A.L2.c Les résultats des deux questions précédentes nous permettent d’écrire pour tout réel y €
[0,1]:
fl(l _x+xy)u—ldx: i (a— 1) yk—l 1k, a) = l i yk—l
0 is\k—1 a k=1
Onadonc:

k=1 k=1

< 1) |

£ (el o] - o

=1
a a—1 k=1 P cpz
Y -1 Ik,a)——|y = 0. (égalité %)
k=1

a

PX)=).

k=1

L'égalité (%) permet d’affirmer que le polyndme P peut se factoriser par (X — y) : en effet,
y est une racine de P car P(y) = 0. Rappelons que 'égalité (%) est vraie pour tout y € [0, 1].
En fixant I'entier a > 1, le polynome P admet alors une infinité de racines, ce sont tous les
nombres réels y appartenant a [0,1[. P ne peut donc étre que le polynome nul. Tous ses
coefficients sont donc nuls, ce qui s’écrit :

-1 1
pour tout entier k € {1,...,al}, (Z—l) I(k, a)—a =0,
ou encore
our tout entier k € {1 a} a-1 I(k a)—l
p Yooy ) k—l ) — a.

Par hypothese, b est un entier vérifiant 1 < b < a. Pour tout entier b€ {1,...,a}, ona donc:

1
Ihya)= ——.
a—1
“(b—l)
Puisque le coefficient binomial (a) esté aléL il vient :
q b) B T '
a(a—l)_ ala—1)! B al B ba _ ba (a)
b-1) (a-1-b+1)!(b-1! (a-b)!b-1)! bla-b!b-1)! (a-b'b \b)

Ainsi, pour tout entier be {1,...,a},ona:

I(b,a) = ! =
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A.l.3.a Onsaitque I(b,a) = fol xP~1(1-x)%"P dx. Nous allons 2 nouveau utiliser la formule du binéme

AlL3.Db

de Newton (1) (rappelée page 4) en prenant u =1, v = —x et n = a— b, de sorte que

a-b(, _ a=b(  _
k=0 k=0

1 a-b _ 1({a-b _
I(b,a):f (xb—l Y (“kb) (—1)kxk) dx:f (Z (“kb) (_Dkxk+b—1) doc.
0 k=0 0

k=0

Ainsi,

Par linéarité de I'intégrale, il vient :

a=b(, _ 1
Ihay=Y (“ b) (—1)’<fo x0Ty,

k=0 k
Or .
flxk+b—1 dy xk+b _ 1k+b ~ 0k+b _ 1 .
0 k+bly k+b k+b k+b

On obtient bien la formule demandée :

a-b
_ _ k a—b 1
I(b,a)_kzzo( 1) ( B )k+b.

Rappelons que si a et b sont deux entiers tels que 0 < b < a, alors le coefficient binomial (Z)
est le nombre de combinaisons de b éléments d'un ensemble a a éléments. (Z) est donc un
entier naturel. Ainsi, si k € {0,...,a — b}, alors tous les coefficients binomiaux (“;b) sont des

entiers naturels.

La formule obtenue de I(b, a) a la question précédente permet de voir que I(b, a) est une
somme de fractions dont les dénominateurs sont les entiers compris entre b et a. Par hypo-
theése, pour tout entier n > 1, A, est 'entier égal a ppcm(1,2,...,n). Donc A, est un multiple
de tous les nombres entiers compris entre 1 et a. Par définition d'un multiple, pour tout en-
tier k € {0,...,a— b} (c'est-a-dire k+ b € {b,...,a} c {1,...,a}), il existe un entier ny tel que
A, = (k+ b)ng. 1l s’ensuit que :

a—b -b 1 a—b a-b
Ih,ah,=Y (k¢ )—Aa: —1k( ) .
(b,a) I;)( )( P ];)( I N

I(b, a)A, estla somme de produits d’entiers relatifs, et est donc un entier relatif.

D’aprés A.l.2.c, on a que

I1(b,a)= !
a
b[3)

est un nombre positif. En effet, b > 1 par hypothese et (a

b
A, étant un plus petit commun multiple, il est nécessairement positif, rendant le produit
I(b, a)A, positif. On peut maintenant conclure que :

I(b,a)AzeN].

) est un nombre positif. De plus,
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A.L.3.c En reprenant le résultat de la question A.I.2.c, on obtient I'équivalence suivante en multi-
pliant les deux membres de cette égalité par A, :

1 A
Iba)=—— <o IbaA,=—2

(o (i)

A
Puisque I(b, a)A, € N (d’apres la question précédente), il vient —— € N, ou encore
a
, . al . . , .
I'entier b ( b) divise I'entier A, |.

A.I.4 Soit n > 1 un entier.
A.l.4.a On nous fait remarquer que pour tout k > 1, 'entier Ay divise 'entier Ag, .

En effet, soit k > 1 un entier. Par définition, Ay, est égal a ppcm(1,...,k+ 1), ce
qui implique que Ay, est multiple de tous les entiers entre 1 et k. De plus, 'entier
Ay est égal a ppcm(l,..., k). Autrement dit, Ay est le plus petit multiple commun a
chacun des entiers entre 1 et k. Il existe donc un entier my tel que Ay, = mpAg.
D’ou le résultat de I'indication proposée, qui peut aussi s’écrire sous la forme :

‘ pour tout entier n > 1, 'entier A, divise 'entier A1, ‘

Dans la question précédente, nous avons démontré que si a et b sont deux entiers vérifiant
1< b < a,alors!’entier b(Z] divise I'entier A,. En prenant le cas particulierotia = 2netb = n,
onabien 1 < n <2n (noublions pas que, par hypothese, n > 1) et!’entier b(g) = n(?4") divise
I'entier Ay,,.

Puisque, pour tout entier n > 1, 'entier A, divise I'entier Ay, par lemme,
e 2n\ .. .
I'entier n " divise I'entier Ayj41.

Rappelons a présent le résultat de la question A.L.2.c : si a et b sont deux entiers vérifiant

1< b<a,alors
1 1

ofs) o5

a-—1 a\ .. . ;. .. N
b 1) =b ( b) divise I'entier A,. En prenant le cas particulier ou

a=2n+letb=n+1,onabienl<n+1<2n+1et

Il s’ensuit que I'entier a(

2n+1-1

lent1er(2n+1)(n_'_1_1

2n) .. . .
) =2n+1) ( " ) divise 'entier Asj41.

Ainsi, pour tout entier n > 1,

. 2n 2n\ .. . Y s
les entiers n( " ) et(2n+1) ( n ) divisent I'entier A4 |.
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Al4b

Ald.c

On nous propose de vérifier que les entiers n et 2n + 1 sont toujours premiers entre eux.

Prenons un diviseur d positif commun aux deux entiers n et 2n + 1. Il existe donc un
entier d, tel que n = dd, et un entier dy tel que 2n+1 = dd,.

Observons que 2n+1—-2 x n =1, et en remplacant, on trouve dd, —2dd, =1, c’est-
a-dire d(d, — 2d,;) = 1. Cette égalité permet de dire que I'entier d est un diviseur de
1. Or les seuls diviseurs de 1 sont 1 et —1. Le pgcd de n et 2n+1 est donc égala 1 (on
a pris d > 0), autrement dit

’ les entiers n et 2n + 1 sont toujours premiers entre eux | .

Nous venons de voir dans la question précédente que pour tout entier n > 1, les entiers n(z,?)
et 2n+1)(%") divisent 'entier Ap1.

1l existe donc un entier positif ds tel que Az, = d3 n(%). Par suite, I'entier (2n+1)(3?) divise
Uentier ds n(%?), et en conséquence, I'entier 27 + 1 divise le produit ds n.

Rappelons le théoréme de Gauss :

Théoreme de Gauss:
Soient a, b et c trois entiers positifs.
Si a divise bc, et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

n, 2n+ 1 et ds sont trois entiers positifs. Puisque 2n + 1 divise le produit ds n et que (2n + 1)
et n sont toujours premiers entre eux, en appliquant le théoreme de Gauss, on déduit que
I'entier 2n + 1 divise I'entier ds.

Il existe donc un entier positif dy tel que ds = ds(2n + 1). En injectant ce résultat dans I'ex-
pression de Ay, ci-dessus, on obtient : Ap,1 = n(2n+1)dy (2,’,7).

Cette dernieére égalité prouve bien que

. 2n\ ...
I'entier n(2n+1) ( " ) divise I'entier Ay;41 |

k, n et 2n sont trois entiers telsque 0 < k <2net0 < n<2n.0Onadonc:

@Cn-n)!n n'n

(2 n) 2n)! (2 n) 2n)! 2n)!
et =

k)~ Cn-kK n

L'inégalité a démontrer est alors équivalente a

2n)! (2n)!
< .
2n-k)!k! = (n)?

Il revient au méme de démontrer 'inégalité (n!)?> < 2n - k)! k.

Etudions les trois cas suivants: k=n,0< k<netn < k< 2n.
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Cas n° 1: Supposons que k = n. On a alors directement I'égalité :
2n\ _(2n
k) \n)

Cas n° 2 : Supposons que l'entier k vérifie 0 < k < n. Dans ce cas, on a k < 2n—n ou encore
n < 2n— k. Remarquons que

E!_lx---xkx(k-}-l)x...x
k!_ lx...xk

Ce produit contient n — k — 1 facteurs. Remarquons encore que

n:(k+1)x--~xn.

2n-k)! 3 I1x---xnx(n+1)x---x2n—-=k)
n! B 1x---xn

=(n+1)x---x2n-k).

Ce produit-ci contient 2n — k—n—1=n- k- 1 facteurs également.

Puisque k < n, on a successivement les inégalités suivantes :
k+l<n+1 ; k+2<n+2 ; ... ; n<2n-—k.
En multipliant tous les termes membre a membre, on obtient I'inégalité
(k+D)x--xn<mn+1)x---x2n-=k),

ce qui s’écrit aussi
n! (2n-k)!
—_— < _
k! n!

ou encore (n!)? < (2n — k)! k!. Nous pouvons donc dire que

2 2
pour tout entier k € {0,...,n—1}, ( ]?) < ( nn)

Cas n° 3 : Supposons que l'entier k vérifie n < k < 2n. Dans ce cas, onaque 2n—n< k, ou
encore 0 < 2n— k < n. Puisque 2n -k €{0,...,n— 1}, on peut appliquer le résultat du cas

précédent et affirmer l'inégalité
2n 2n
<
(271 - k) h ( n ) '

[¥)=(ea)

de sorte qu’on puisse affirmer que

Or on sait que

2 2
pour tout entier k€ {n+1,...,2n}, ( n) <( n)

Ainsi, nous venons de démontrer que

k n

. e o 1o [21 2n
pour tout entier k € {0,...,2n}, onallnegahte( )g( )
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A.l4.d Onnous propose de développer I'égalité 4" = (1 +1)2".

Al4d.e

En appliquant la formule du bindme de Newton (1) rappelée page 4, en prenant le
cas particulier ou u = v =1, on obtient :
N 2n
2n)’

2n 2n
2n 2n 2n
_ 2n _ 2n—k 1k _ _
=(1+1) _kzzo(k)l 1 _k;o(k)_(o)Jr
Observons que 4" est est la somme de (27 + 1) coefficients binomiaux. D’apres la question
précédente, nous pouvons écrire les inégalités suivantes :

[0)<(3) + - <)

En sommant membre a membre chacun des termes de ces inégalités, on obtient :
2n - 2n < 2n . 2n
0 2n) “\n nl

Nous pouvons donc conclure que :

2n
pour tout entier n > 1, on a l'inégalité (2n + 1) ( " ) >4"].

Il suffit de reprendre les résultats précédents. En effet, en utilisant I'inégalité démontrée dans
la question précédente, nous pouvons écrire I'implication

2 2
(2n+1)(:)>4” N n(2n+1)(:)>n4n.
Or nous avons démontré a la question A.I.4.b que I'entier n(2n + 1)( )) divise 'entier Asj41,
d’ou
Aopv1 2 n(2n+1)( )

On déduit de ces deux inégalités que :

pour tout entier n > 1, on al'inégalité Ay, 41 > n4" |.

A.L.4.f 1l convient de distinguer les deux cas ou n est un entier pair et n est un entier impair :

Cas n° 1 : supposons que I'entier n soit impair. Il peut alors s’écrire n =2m+1, ou m est un
entier positif ou nul. Dans ce cas,ona: A, = Azjp41 €t Agpi1 = m4™ pour m > 1 (d’apres
la question précédente).

Cherchons alors la valeur de m pour laquelle on a I'inégalité m4™ > 22™*! : observons
que cette inégalité est équivalente a m, 22" > 22" x 2, ou encore m > 2. De plus, si m > 2,
alorsn=2m+1>5.

Ainsi, si n est un entier impair tel que n > 5, alors A,, > 2.
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Cas n° 2 : supposons que 'entier 7 soit pair. Il peut alors s’écrire sous la forme n =2m + 2,
ol m est un entier positif ou nul. Dans ce cas, on a A;,, = Az,,+2. Rappelons que pour
tout entier k > 1, 'entier Ay divise I'entier Ay, (nous I'avons démontré a la question
A.l.4.a). Donc, pour tout entier m > 0, 'entier Ay;,+1 divise 'entier Ay;,42, ce qui im-
plique l'inégalité As;1 < Aopto. Or Aoy = m4™ (d’apres la question A.l.4.e). Par
suite, Ao 0 = m4™,

Cherchons alors la valeur de m pour laquelle on a I'inégalité m4™ > 22*2 : observons
que cette inégalité est équivalente a m 22m > 22my 92 guencore m > 4. De plus,sim >4,
alorsn=2m+2 > 10.

Ainsi, si n est un entier pair tel que n > 10, alors A,, > 2".
On en déduit que pour tout entier n > 9, on a I'inégalité A, > 2". Vérifions encore que cette
inégalité est vraie pour n=7etn=38.
n="7: Légalité est vérifiée grace au premier cas ci-dessus (n impair).

n=28: Déterminons Ag = ppcm(l,...,8). Rappelons que pour le calcul du ppcm de plu-
sieurs nombres, il suffit de trouver leur décomposition en produit de facteurs premiers,
puis de calculer le produit de chacun des facteurs premiers élevé a la plus grande des
puissances trouvées dans chaque décomposition. Ainsi

4=2% ; 6=2x3 et 8=2%

D'oi1 Ag = 23 x 3 x 5 x 7 = 840. D’autre part, 28 = 256. Linégalité est donc bien vérifiée
pour n = 8, puisque Ag = 840 > 256 = 28,

Finalement,

pour tout entier n > 7, on al'inégalité A, > 2" |.

A.LI.5 Soit n > 1 un entier.

A.L5.a On nous propose d’exprimer l'entier v,(Ay) en fonction des entiers v, (1),..., v, (n). vy (Ay)
est la valuation p-adique de l'entier A, il est égal a I'’exposant de p dans la décomposition
en facteurs premiers de A,,. Etudions différents cas représentant différentes valeurs de n.

n=1:

- D’une part, v, (1) = 0 pour tout nombre premier p > 2,
- D’autre part, A} = ppcm(1) = 1, d’ol1 (A1) = 0 = v,(1) pour tout nombre pre-

mier p > 2.
n=2
- D’une part, v2(2) = 1 et v, (2) = 0 pour tout nombre premier p > 3,
- D’autre part, Ay = ppcm(1,2) = 2, d’'ott v2(A2) =1 = 12(2) et vy(A2) = 0 = vy(2)
pour tout nombre premier p > 3.
n=3

- D’une part, v2(3) =0, v3(3) =1 et vp(3) =0 pour tout nombre premier p > 5,
- D’autre part, A3 = ppcm(1,2,3) =2 x31 =6, d’ott 12(A3) =1 = 12(2), v3(A3) =1=
v3(3) et v, (A3) =0 = v, (3) pour tout nombre premier p > 5.
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n=4:
- D’une part, v2(4) =2, et vp(4) =0 pour tout nombre premier p > 3,
- D’autre part, Ay = ppcm(1,2,3,4) = 22x3 =12, doll v2(As) =2 = 12(4), v3(A4) =
1=v3(3) et Up (Ay)=0= Up (4) pour tout nombre premier p > 5.
En continuant ce raisonnement pour les valeurs suivantes de n, nous aboutissons au résul-
tat suivant : I'entier v, (A,) est le plus grand des entiers de 'ensemble {v,(1),..., v,(n)} des
valuations p-adiques des entiers respectifs allant de 1 a n. Autrement dit,
vp(Ap) =max{v, (@) |iell,...,n}}.
vp(Ay,) étant un élément de I'ensemble {v, (i) | i € {1,..., n}}, il existe un entier k € {1,...,n}
tel que v, (Ay) = vy (k).
Dans I'énoncé, on nous donne la propriété suivante : pour tout entier n > 1 fixé, la suite
(vp(n)) pe €St nulle a partir d'un certain rang, de sorte que I'on peut écrire
n= H pvl’(n).
peF
Ici, k est un entier fixé dans {1,..., n}. On peut donc écrire k sous la forme k= [] ptr® 11
pe?
est clair que
plrh) < I1 pr® <n o (car k< n).
pe?
Comme v, (k) = v,(Ay), nous pouvons conclure que
pour tout entier n > 1, si p € & alors p””(A") <n.
A.L5.b Nous utilisons la méme propriété admise dans1’énoncé et rappelée quelques lignes plus haut

pour déterminer que la décomposition en facteurs premiers de I'entier A, s’écrit :

Al’l: 1_[ pUp(An).
peF

On nous demande de montrer que, dans cette décomposition, les seuls nombres premiers
p de & qui interviennent sont tels que p < n. On raisonne par I’absurde en supposant qu'’il
existe un nombre premier p; de &2 telque p1 >n>1let vy, = 1.

Nous avons vu, dans la question précédente, que pour tout nombre premier p dans &, il
existe un entier k € {1,..., n} tel que v, (A;) = vy (k) et qu'on a I'inégalité

k: l_[ pl/p(k) >pl/p(k).
pe?

Dans notre cas particulier ot p = py, il existe un entier k; € {1,..., n} tel que vy, (Ay) = vy, (k1)
et qu'on al'inégalité
Upl (kl)

kl — 1_[ pvp(kl) 2 pl
pe?
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Or vy, (Ay) = 1 (par hypothese) et p; > 1. On a donc pf’”( v > pi1, ce qui implique k1 > p;.
Par hypothese, nous avons considéré p; > n, ce qui implique k; > n!!

Cette inégalité contredit le fait que k; est un entier pris dans {1,...,n}. En obtenant une

contradiction, nous pouvons considérer que ’hypothese "p > n > 1" est fausse!

On peut donc en conclure que la décomposition en facteurs premiers de 'entier A, s’écrit
plus simplement sous la forme

Al’l: l_[ pUp(An) .

psn

A.L5.c Par définition, pour tout entier n > 0, on note 7(n) le nombre de nombres premiers compris
dans '’ensemble {0, ..., n}. Nous avons vu a la question A.I.5.a que si p € &, alors p'»®») L n.
Nous pouvons donc écrire I'inégalité

15 < [ n.

psn psn

Comme A, = [] p"»'*» (question précédente) et [ n=n""

psn psn

, on peut dire que

pour tout entier n > 1, on a l'inégalité A, < |,

A.l.6.a Reprenons les inégalités démontrées dans les questions A.I.4.fet A.L5.c:
- pour tout entier n > 7, A,, > 2" (question A.1.4.1),
- pour tout entier n > 1, A, < n”"  (question A.L5.c).

On obtient ainsi la double-inégalité pour tout entier n > 7 :
2" <A, < W,

En passant au logarithme népérien dans chaque membre des inégalités, on obtient, pour
tout entier n > 7, In(2™) < In(#n"™), ou encore

nIn2) <z (n)In(n).

Nous pouvons donc conclure que

n
pour tout entier n > 7, on a I'inégalité In(2) m <nn)l.
n(n

A.L6.b Vérifions que I'inégalité ci-dessus est encore vraie pour les entiers n € {3,4,5, 6} et fausse pour
n = 2. Pour cela, appelons (u;) la suite définie pour tout entier n > 2 par

=" e
tUn= In(n) '
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-Onan2)=1etu,=2In(2)/In(2) =2. Comme 2 > 1, il vient uy > n(2).
- Onan(3)=2etuz=3In(2)/In(3) = 1,9 (calculatrice). Comme 1,9 < 2, il vient u3 < m(3).
- Onan(d)=2etus =4In(2)/In(4) = %{g% =2. Il vient uy = m(4).

- Onan(5) =3etus=5In2)/In(5) = 2,2 (calculatrice). Comme 2,2 < 3, il vient us < m(5).
- Onan(6) =3 et ug=6In(2)/In(6) = 2,3 (calculatrice). Comme 2,3 < 3, il vient ug < 7(6).

Grace a ces calculs, nous pouvons affirmer que

n
pour tout entier n > 3, on a I'inégalité In(2) M <nn)l.

II Une majoration de la fonction &

AIIL.1 On cherche dans cette question a majorer le produit H p en fonction de I'entier n > 1.
p<n
A.l.l.a Soient a et b deux entiers tels que 0 < g < a < b. Le produit [],<,<p p contient autant de
facteurs qu’il y a de nombres premiers compris dans I'ensemble {a+ 1,..., b} et tous les fac-
teurs p sont des nombres premiers. Pour que ce produit divise I'entier (£), il est nécessaire
que tous ses facteurs premiers divisent I'entier (2) Nous devons alors montrer que pour tout
nombre premier p quelconque dans 'ensemble {a + 1,..., b}, p divise 'entier (Z]

Prenons un nombre premier p quelconque dans I'ensemble {a + 1,..., b} (en supposant qu'il
en existe au moins un!). Observons que, par définition du coefficient binomial, on a

(b)_ b! _Ix-xax(a+1)x---xb (a+1)x---xb
al] (b-a'la  1x---xax(b-a! (b-a)!

On en tire la relation
(b—a)!(Z) =(a+1) x---xb.

(a+1) x--- x b est le produit de tous les nombres entiers qui se trouvent dans I’ensemble
{a+1,...,b}. Parmi ces nombres, on trouve en particulier p. Le nombre p divise donc ce
produit, ou encore

p divise le produit (b — a)! (Z) .

(b—a)! est le produit de tous les nombres allant de 1 jusqu’a (b— a). Mais, par hypothese, a et
b sont deux entiers tels que g <a<b,cequidonne b <2a<2b,ouencore b—a< a<2b-a.
Ainsi, tous les facteurs du produit (b — a)! sont inférieurs a a. Comme p € {a+1,..., b}, il ne
peut diviser aucun de ces facteurs (car p > a).

En conséquence, les entiers p et (b — a)! sont premiers entre eux. En appliquant le théo-

reme de Gauss (rappelé page 8), on peut affirmer que p divise I'entier (Z), ce qui permet

de conclure que

le produit H p divise I'entier (b) .
a<p<hb a
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AllLlb

Alll.c

All.ld

Posons a=m+1 et b=2m+ 1, pour tout entier m > 1. Il convient de vérifier que ces deux
entiers sont tels que 0 < g < a < b, afin de pouvoir appliquer le résultat de la question précé-
dente.

b 2m+1

1
Observons que 5= 5 - m+ > > 0. De plus,

mzlom+m>2m+l1=>2m>2m+1=>2m+l1>m+1=>b>a.
. . 1 . ... b
Enfin, il est clair que m+§ <m+1, c'est-a-dire > <a.

Par application de la question précédente, on conclut que

2m+1
. < . e
pour tout entier m > 1, le produit I1 p divise 'entier ( 1 )

m+l<p<2m+l

Les entiers 2m+1 et m sonttels que 1 < m < 2m+ 1. En posant a=2m+1etb=m,le
coefficient binomial () s’écrit alors :

S Cm+1-m!m! (m+1)!m!

by (2m+1 2m+1)! _ 2m+1)!
)=

Les entiers2m+1et m+1sonttelsque2 < m+1<2m+1.Enposanta=2m+1letb=m+1,
le coefficient binomial (%) s’écrit alors :

-

Nous pouvons donc conclure que

2m+1) 2Cm+1)! . 2Cm+1)!

m+1]- Cm+l-m-Dlm+1)! m m+D!

) ; 2m+1 2m+1 ,
pour tout entier m > 1, les entiers m et m+1 sont egaux |.

On nous propose de développer la quantité (1 +1)2™+1,

En appliquant la formule du binéme de Newton (1), rappelée page 4, au cas parti-
culierouu=v=1etn=2m+1, on peut écrire

2m+1 2m+1

m 2m+1
2m+1 _ 2m+l-k 1k _ 2m+1 2m+1
1+ = I;O A R e _];)( ' )+k_z ( e |
= = =m+1

Nous avons vu a la question précédente que pour tout entier m > 1, on a I’égalité

2m+1
m+1

m

2m+1)
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De plus, on a les égalités de coefficients binomiaux :
2m+1) [ 2m+1 | (Z2m+1
0 ) 2m+1-0) (2m+1
2m+1) [ 2m+1 2m+1
1 l2m+1-1 2m
2m+1) 2m+1 _(Z2m+1
m-1) \2m+1-m+1) |\ m+2

En sommant terme a terme dans chaque égalité, on obtient pour tout entier m > 1:

2m+1 R 2m+1 _ 2m+1 - 2m+1
0 m | {m+1 2m+1

moom+1) &l 2m+1 moom+1) E(2m+1) 2 2m+1
S M1 A D o A 53 oy Bl i B30 ol

k=0 k=m+1 k=0 k=0 k=m+1

n m+1 2

2 = (L+ 1>
= 2y [ )=

D’autre part, observons que (1 + 1)2*1 = 22m+1 = 22m « 9 — 4™M x 2 Apres simplification par
2, I’égalité précédente s’écrit donc

n(2m+1
4m=3" )
i\ K

4™ est la somme de (m + 1) coefficients binomiaux tous positifs. Chaque coefficient de cette
somme est alors inférieur a 4™, en particulier celui donné par k = m qui permet de conclure
que

2m+1)

pour tout entier m > 1, on a l'inégalité ( <4™|.

A.Il.1.e Reprenons le résultat de la question A.II.1.b qui nous amene I'implication suivante, pour tout
entierm>1:

e 2m+1
I1 p divise I'entier ( )
m

m+l<p<2m+1 +1
2m+1\ Alllc 2m+1
= 1_[ p< > < .
m+1 m
m+l<p<2m+1 m+l<p<2m+1
La question précédente nous permet alors de conclure que
pour tout entier m > 1, on a l'inégalité H p<4™|.

m+1<p<2m+l
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AIL1.f On nous propose de montrer, par récurrence sur 'entier n > 1, la propriété &, : pour tout

kef{l,...,2n};ona
[Tp<4t
p<k

Initialisation (n =1): Lentier k appartient alors a {1,2}.
- Si k=1, alors H p= H p =1 cariln'y a aucun nombre premier inférieur a 1.
p<k p<1
D’autre part, on a 41 = 4. On a donc bien, dans le cas ot k=1, H p<4
p<l
- Sik=2,alors [[ p= ][] p =2 carle seul nombre premier inférieur a 2 est 2.
p<k p<l1

D’autre part, on a 4* = 16. On a donc bien, dansle casou k=2, [[ p <4
p<2

1

2

Hérédité: Supposons que, pour un certain entier m > 1 fixé, on ait la propriété &,,. Mon-
trons qu’alors on a la propriété &, 1, c'est-a-dire montrons que

pour tout k€ {1,...,2m+2},on a l_[ p<4k
p<k

Il s’agit seulement de vérifier que I'inégalité est vraie pour k € {2m + 1,2m + 2} : en effet,
cette inégalité est vraie jusqu’au rang m par hypothese de récurrence. Observons que
2m+1=2(m+ 1) n'est pas un nombre premier, de sorte que

[I »= II »

p<2m+1 p<2m+2

Il revient donc au méme d’étudier les cas k =2m +1 et k = 2m + 2, et il suffit donc de
démontrer I'inégalité
H p < 42m+1.

p<2m+1

On peut écrire ce produit sous la forme

[T p= II px Il P

p<Zm+l p<m+l m+l<p<2m+l

Si k=m+1, onalinégalité H p <4™*! (grace aI’hypothése de récurrence).
p<m+l

D’apres la question précédente, pour tout entier m > 1, on a l'inégalité H p<
m+l<p<2m+l

4™,

Ainsi, en multipliant membre a membre dans les deux dernieres inégalités, on obtient

H p x l_[ p <4m+1 x4M o H P 42m+1

ps<m+l m+l<p<2m+1 p<2m+1

ce qui est Z;,41.

On a Z et (pour tout n > 1, &, > H,+1). D’apres le principe du raisonnement par récur-
rence, la propriété &, est vraie a tout rang plus grand que n = 1 : pour tout n > 1, pour tout
ke{l,...,2n},ona Hpgk p < 4". On peut en conclure que

pour tout entier n > 1, on a I'inégalité H p<
p<n
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A.Il.2.a On nous propose d’utiliser le développement en série entiere de la fonction exponentielle.

AllL2.b

Ona:

+00 xn
VxeR, exp(x) = Z —-
— n!

C’est la somme d’une série entiere a termes strictement positifs. Soit alors m > 1 un entier.
Tous les termes de cette somme sont strictement inférieurs a exp(x), en particulier le terme

x™/m!. On a donc,
m m

X x=m m
VxeR, expx)>— = expim>—-.
m! m!

Il est intéressant de noter que exp(m) = exp(m x 1) = (exp(l))m = e, Linégalité s’écrit alors

mm
e > —,
m!

ou encore, ce qui est désiré,

mym
pour tout entier m > 1, on a I'inégalité m! > ( ) .
e

Soit n > 2 un entier. Vérifions , pour répondre a cette question, que I'on a

am)! < [] p.

p<n

Pour tout entier n > 0, on note n(n) le nombre de nombres premiers compris dans 'en-
semble {0,..., n}. Notons py, ..., pr(n) lesnombres premiers compris dans!’ensemble {0, ..., n}
tels que p; < -+ < prm €t p1 =2, p2 =3, p3 =5, etc., de sorte que le produit de I'inégalité a
vérifier s’écrive sous la forme

[1p=p1x %P

psn

Nous allons démontrer que pour tout entier k > 1, on a 'inégalité k < pi. Pour cela, pro-
cédons par récurrence sur I'entier k en considérant la propriété &, définie pour k > 1 par
P+ k < p.

Initialisation (k =1): Puisque, pour k =1, on a py = p; =2 et 1 < 2, la propriété & est
initialisée au rang k = 1.

Hérédité: Supposons que, pour un certain entier m > 1 fixé, on ait la propriété &#,,. Mon-
trons qu’alors on a la propriété &, .

La suite d’entiers (p;) est strictement croissante : p,,+1 — pm > 0, ou encore py+1— pm =
1, ce qui permet d’écrire 'inégalité p,,+1 = pm + 1. De plus, puisque m+1 < p,,, +1 (par
hypothese de récurrence), ona m+ 1 < py41, ce qui est Py 41.

On a & et (pour tout k > 1, &, = Hi,1). D’apres le principe du raisonnement par récur-
rence, la propriété &, est vraie a tout rang plus grand que k = 1 : pour tout k > 1, on a k < py.

On en tire alors toutes les inégalités suivantes: 1< py; --+; 7(n) < prm)-
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En multipliant membre a membre, on obtient 1 x---x (1) < p1 x -+ X pr(n), qui est'inégalité
recherchée.

Enfin, nous avons vu a la question A.IL.1.f que pour tout entier n > 1, [[,<, p <4". Il s’ensuit
des deux inégalités précédentes que

pour tout entier n > 2, on a I'inégalité 7 (n)! <4"|.

En prenant le cas particulier ot m = n(n) > 1 (car n > 2), I'inégalité de la question précé-
dente, valable pour tout entier m > 1, ainsi que le résultat encadré ci-dessus amenent I'en-

cadrement suivant :

mym " m(n) ™"
m!>(;) = 4 2n(n)!>(T) .

En passant au logarithme népérien, I'inégalité devient

[z

e

In < nln@4)

<Ind" o an)ln (@)

& am(In(z(m)-In(e)) < nin(4).

Puisque In(e) =1, il vient que

pour tout entier n > 2, on a I'inégalité 7 (n)In (Jt(n)) —n(n) <nln@4)]|.

A.IL.3 Soit n > 3 un entier. Supposons qu’il existe un entier ny > 3 tel que

no
ln(no) )
A.Il.3.a On considere la fonction f, définie sur ]0, +oo[ par f(x) = xIn(x) — x. Nous allons d’abord

montrer que la fonction f est strictement croissante sur [1,+oo[ : f est dérivable sur ]0, +oo[
et pour tout réel x >0, on a

m(ng) > e

fl(x) = 11n(x)+x§—1 =Inx)+1-1=In(x).

N

Or, pour tout réel x > 1, on a que In(x) > 0. D’ou

‘ [ est strictement croissante sur [1, +oo[ ‘ .

e—1In(4) B In (In(ny))
In(ng)

Nous allons alors vérifier qu'on a I'inégalité :

On considere la fonction g, définie sur 1, +oo[ par g(x) = x/In(x). g est dérivable sur |1, +oo],
et, pour toutréel x > 1,ona

) = 1In(x) -x3  In(x) -1
ES Tz T [In()]?
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Or In(x) — 1 > 0 lorsque In(x) > 1, c’est-a-dire lorsque x > e. g’ étant du signe de In(x) — 1, si
x €]e,+oo[, alors g’ (x) > 0 et, par conséquent, g est strictement croissante sur | e, +ool.
Puisque ny > 3 > e, on a, par stricte croissance de g sur ] e, +oo|,

) >g@ o —0 5 3 P M 3 o
g0} > § In(n9) ~ In(3) In(ng) ~ In@
Cela implique que le nombre eny/In(ny) appartient a l'intervalle [1,+oo[. Par hypothese,
nous avons supposé que
< .
() 7(ng)
Par stricte croissance de la fonction f sur [1, +oo[, on peut écrire
no no no
< o 1 - < | - .).
f(e ln(no)) flrno) < e In(no) n(e ln(no)) © In(no) () n (w(n0)) = (o) (#)
Or, I'inégalité de la question A.I1.2.b, vraie pour tout entier n > 2, amene 'implication
n(n)In(n(n)) - n(n) < nln(4) "2 nng)In (72(ng)) — m(ng) < npln(4).
Ainsi, en reprenant I'inégalité (e),
no no
e ) (ln(e) +1In(ng) —ln(ln(no))) —e o < npln(4),
19 #0 e
1+1 —In(l - In(4).
€ s (1+1n(19) ~In (In(ng)) ) - — o <)
In(1
- e In(ng) n(In(no)) ),
In(no) In(no) In(no) In(ng)
In(In(n In(In(n
S e-— eM <ln(4) © e-ln¥< e(—(O)).
In(ng) In(ng)
On obtient ainsi I'inégalité demandée :
e—In(4) 3 In (In(ny))
e In(ng)
A.IL.3.b On consideére la fonction h définie sur ]0, +oo[ par h(x) = In(x)/x. h est dérivable sur ]0, +oo[

et pour toutréel x>0,ona

1
2x-In(x)x1 1-1
=i 0 17
X X
h' est du signe de 1—In(x). On a 1-In(x) > 0lorsque 1 > In(x), ou encore lorsque e > x. Ainsi:
xe[l,e[=2hH(x)>0, x=e=>Hh(x)=0 et xele, +oo[= h'(x)<0.

Par suite, & est strictement croissante sur [1, e] et strictement décroissante sur [ e, +oo[. Comme
h est continue sur [1, +oo[, elle admet un maximum absolu en x = e. Enfin, comme h(e) =
In(e)/e=1/e=e}, on peut dire que

1

h est majorée par e~ sur [1, +oo[ |.
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Autrement dit, pour tout réel x > 1, on a h(x) < el et puisque In(ng) > 1, cette inégalité
peut s’écrire
_ In(x) 1 x=Inny) In(In(rng) 1
hix)<e! o <= & (—)g—,
X e no e

et en utilisant le résultat de la question précédente, on a successivement les inégalités sui-

vantes :

- In(1
e ln(4)<n(n(no))<% < e-ln4<l1 o e<h@+1.

e no

La calculatrice donne e = 2,72 et In(4) + 1 = 2,39. On obtient donc une inégalité absurde :
2,72<2,39!!

En aboutissant a cette contradiction, on peut dire que 'hypotheése de départ "il existe un
entier ny > 3 tel que m(ny) > eny/In(ny)" est fausse. Par conséquent,

pour tout entier n > 3, on al'inégalité n(n) < e

n
In(n) |

On vient d’établir, dans cette partie A achevée, 'encadrement suivant, valable pour tout entier n > 3 :

InE) —— <) < e—2
In(n) = Tnn)’

Ce genre d’encadrement suggere |’existence d'un lien asymptotique fort entre les suites (Jr(n))n et (ﬁ) e
La partie B s’intéresse a cette question puisque son objectif principal est de montrer le résultat suivant :

Théoreme de Tchebychev :

S’il existe un réel ¢ > 0 tel que 7t (n) ~ ¢

, alors nécessairement c = 1.
In(n)
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Partie B : Autour d’'un théoréeme de Mertens

I Une formule de Legendre sur la valuation p-adique de n!

On considere un entier n > 2 et un nombre premier p. Pour tout entier k > 0, on considere les sous-
ensembles finis Uy, Vi et Qi de N définis par

Uy = {aceil,...,n}| p* divise a},
Vi = {aeil,...,n}| p" ne divise pas a},
Qr = {aell,...,n}lvy(@ =k}

B.I.1 On considere I'ensemble A des entiers k € N tels que n < p* :

A=1{keN|n<p*.

p étant un nombre premier,ona p > 2 et klim (pk) = +00. Le nombre p* devient aussi grand que
—00

I'on veut a partir d'un certain rang, et on veut qu’il soit plus grand que n. Donc, pour tout entier
n > 2, il existe un entier p € N tel que, pour tout p > py, on ait p* > n. Lensemble A est donc une
partie non vide de N et N est minoré par 0. A posséde donc un plus petit élément pris dans N, que
nous allons noter k. Autrement dit,

il existe un plus petit entier ky > 0 tel que n < pk‘) .

Nous allons montrer que ky vérifie ko > 1. En effet, si ko = 0, alors p¥ = p® = 1 (pour tout nombre
premier p). Or, par hypotheése, n > 2. Ici, dans ce cas, on aurait n < 1, ce qui est contradictoire!
Donc ky # 0, ce qui implique que

I'entier kg est tel que ko > 1.

Nous allons a présent expliciter ky en fonction de n et p. ky est le plus petit élément de '’ensemble
A, il vérifie donc
pko_l <n< pk".

En passant au logarithme népérien dans chaque membre de ces inégalités, on obtient :
In(p®h <In(n) <In(p®) o (k- 1)In(p) <In(n) < koIn(p).

Or p > 2 implique In(p) > 0. On peut donc diviser par In(p) chaque membre des inégalités précé-

dentes, il vient

In(n) In(n)
< ko, ko <
In(p) o 0 In(p)

Dans I'énoncé, on nous rappelle que si x désigne un nombre réel, alors on note [x] sa partie en-
tiere, c’est-a-dire le plus grand entier inférieur ou égal a x ; autrement dit, [x] est 'unique élément
de Z vérifiant [x] < x < [x] + 1. D’apreés les inégalités précédentes, il s’ensuit que

ko—1<

+1<ky+1.

In(n)
In(p)

ko est 'entier

(n) ]
+1| =
In(p)
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B.I.2.a Uy, estle sous-ensemble fini de N défini par

B.I.2.b

Uy ={ael,...,n}| p**! divise a}.

Soit @ un élément de Uy, ;. Alors a€ {1,..., n} et p**! divise a. Or p**! = p¥ p. Donc p* divise
a et p divise a. Comme Uy est le sous-ensemble fini de N défini par Uy = {a el{l,...,n}| pk
divise a}, il s’ensuit que a € Uy, de sorte que tout élément de Uy, est un élément de Uy.

Vérifions que l'inclusion Ui, < Uy est stricte. Nous venons de voir que ky est le plus petit
entiertelque ko > letn < pk". Dong, si k€ {0,..., ky— 1}, alors pk < n, c’est-a-dire I'entier pk
appartient a {1,..., n}. Comme p* divise p¥, il s’ensuit que si k € {0,..., ko — 1}, alors p* € Uy.

Mais p* p ne peut diviser p* car p* p > p*. Donc, si k € {0, ..., ko — 1}, alors p* ¢ Uy,1.On a
trouvé un élément de Uy qui n’est pas dans Uy, : Ug # Ugy :

pour tout k € {0, ..., ky — 1}, 'ensemble Uy est strictement inclus dans Uy |.

Montrons maintenant que, pour tout entier k > ko, Uy = &. Pour cela, supposons k > k.
Comme k; est le plus petit entier tel que ky > 1 et n < p*, il vient que n < p* < p*. p* étant
strictement plus grand que n, il ne peut diviser aucun nombre entier pris dans {1,...,n}. Ce
qui permet de conclure que :

Pour tout entier k > ky, U = 9 |.

Vi et Vi1 sont les sous-ensembles de N définis par :

Vk:{ae{l,...,n}lpknedivisepas a}l et Vkﬂ:{ae{l,...,n}ka+1

ne divise pas aj}.
Soit a un élément de Vi, de sorte que a € {1,...,n} et pk ne divise pas a. Il est clair que pk“
ne divise pas a, donc a € Vi1, et tout élément de Vi est un élément de Vi, ;.

Vérifions que l'inclusion Vi c Vi, est stricte : pour cela, il suffit de trouver un élément de
Vie+1 qui ne soit pas dans Vi. Rappelons que 'entier p* appartient a {1,..., n} dés que k ap-
partient a {0, ..., ko — 1}.

Par conséquent, p* est divisible par p*, mais pas par p**!. Ce qui revient a dire que p* € Vi1,
mais p* ¢ V. On a trouvé un élément, p¥, de Vi, qui n’est pas dans V, donc Vi # Vi ¢

‘ Pour tout k € {0, ..., kg — 1}, '’ensemble V. est strictement inclus dans Vj.,1 |.

Montrons qu’alors, pour tout entier k > ko, on a Vi = {1,..., n}. Nous savons déja que si k >
ko, alors I'entier pk ne peut diviser aucun nombre compris entre 1 et n (puisque n < pko <
p*). Or, Vi = {ae{l,...,n}| p* ne divise pas a}. 1l s’ensuit que

pour tout entier k > ko, Vi ={1,...,n}|.
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B.I.2.c Pour tout entier k > 0, Q est le sous-ensemble fini de N défini par :
Qr={aefl,...,n} | vy(a) = k}.

Rappelons aussi la définition d'une partition d’'un ensemble :

Définition (partition d’'un ensemble) : pour un ensemble E quelconque non vide, on

ditque{A,1l,..., Ay} est une partition de E si on a les conditions suivantes :

- aucun des A; n'est vide : pour touti € {1,...,n}, A; est différent de & ;

- sii, j €{l,...,n} sont deux entiers distincts, alors l'intersection de A; et Aj est vide;

- la réunion de tous les A; (i € {1,...,n}) est exactement E (on remarque que cette
derniére condition implique que tous les A; sont inclus dans E).

Il s’agit de vérifier les trois conditions précédentes. On suppose que I'entier k appartient a

{0,..., ko —1}.

- Lentier p* appartienta {1,..., n} dés que k appartient 4 {0, ..., ky—1}. La valuation p-adique
estk: vp(pk) = k. Lentier p* appartient donc a Qy, d’o1 Qk # . Autrement dit,

aucune des parties Qy € {Qo,...,Qg,—1} Nest vide.

— Supposons i et j deux entiers distincts de {0, ..., ko — 1}. On veut vérifier que Q; N Q=9
On raisonne par I'absurde en supposant qu’il existe au moins un entier a dans I'intersec-
tion Q; N Q.

aeQi:ae{l,...,n}etv,,(a):i et aer:ae{l,...,n}etvp(a):]

Or, la valuation p-adique d'un entier est UNIQUE! Donc i = j, ce qui est contradictoire! En
obtenant cette contradiction, on peut affirmer que I'hypothese "Q; n Q; = &" est fausse.
Donc

I'intersection Q; N Q; de deux éléments de la famille {Qy, ..., Q,-1} est toujours vide.

ko—1
— Vérifions que : {1,...,n} = U Q.

Prenons un entier a dans {1 ,...,n}. La décomposition en facteurs premiers peut s’écrire
a=pFb, ot keN, p et b étant deux nombres distincts. Dans ce cas, vp(a) = vp(pk b) =

Observons que k < ko—1. En effet, on raisonne par 'absurde en supposant k > k. Comme
ko est le plus petit entier tel que ky > 1 et n < p*v, il vient que n < p* < p* < pk b, soit
n < a, ce qui est contradictoire puisque a € {1,..., n} implique a < n. En obtenant cette
contradiction, on peut affirmer que 'hypothese "k > ky" est fausse !

Et donc, vy(a) = k avec k € {0,...,ky — 1}, ce qui signifie qu’il existe alors un entier k €

{0,..., ko — 1} tel que a € Qf, de sorte que tout élément de {1,...,n} est un élément de la
réunion Uk0 1o
ko—1
{L,....nyc | Q.
k=0
ko— l

Montrons 'inclusion réciproque. Prenons un entier a dans U, ;” Q. Pour tout k € {0,.
ko—1}, a € Q et par définition de Qg, a € {1,..., n}, de sorte que tout élément de la réunion
Uz‘):_ol Q. estun élément de {1,...,n}:

ko—1

{L,....n}> | Q.
k=0
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On en déduit donc que la réunion de tous les Q. est exactement {1,...,n} :
ko—1

U Qi=1,...,n.

k=0

Les trois conditions de la définition étant vérifiées,

la famille des parties {Q, ..., Q,—1} forme une partition de I'ensemble {1,..., n} |.

B.I.3.a Soit k > 0. Prenons un entier a dans Q. Par définition de Qr,ona: a€{l,...,nt et vy(a) = k.
On admet, dans I'énoncé, que v, (n) est 'entier k tel que p* divise n et p**1 ne divise pas n.
Dans notre cas, v,(a) estl’entier k tel que pk divise a et pk+1 ne divise pas a. Par conséquent,
a € Ui N Viyq. Tout élément de Q. est un élément de U N Viyq : Q< U N Vi g

Linclusion réciproque se démontre de maniere équivalente en reprenant cette démonstra-
tion a ’envers. Ce qui permet de conclure que

pour tout entier k > 0, on al’égalité Q. = Up N Vi ‘

B.I.3.b Rappelons que si E désigne un ensemble fini, alors on note #E le cardinal de cet ensemble,
c’est-a-dire le nombre d’éléments de E. Soit k > 0 un entier.

Déterminons §U}. : Si a est un entier pris dans Uy, alors a € {1,...,n} et p* divise a. Il existe
un entier b > 1 tel que a = p* b. Ainsi 1 < p* b < n, ce qui implque les inégalités
n

1<b< —.
p

Iy aautant d’entiers a dans Uy qu'ily a d’entiers b dans l'intervalle |1, nn/ p* ] : on compte
[n/p*] entiers dans cet intervalle, ot [n/p*] désigne la partie entiere du nombre réel
n/p*. On a ainsi exprimé §U; en fonctionde net p:

n
pour tout k > 0, on a fUy = [_k] .
p

Déterminons V. : Prenons a dans Vi. Alors a € {1,...,n} et pk ne divise pas a. On peut
écrire a€ ({1,...,n} — Ug). Comme #{1,...,n} = n et fUy = [n/pk], il s’ensuit que

ﬁVk:ﬁ{l,...,n}—uUk:n_

pk

On a ainsi exprimé {Vj en fonctionde net p:

n
pour tout k > 0,onafVy=n— —
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Déterminons Q. : Rappelons que Qj = U N Vi4; (d’apres la question précédente). On
peut écrire §Qy = f#(Ux N Vi41). Par principe du calcul avec les cardinaux, on a

#(Ur N Vi) = Uk + Vi — (U U Viy1) - ().

Il nous reste donc a déterminer §(Uj U Vi41). Observons pour cela que tout élément de
Uy U Vi, estun élément de {1, ..., n} par définition des ensembles Uy et V., soit Uy U
Vis1 € 4L,..., nb

De plus, tous les entiers compris entre 1 et n sont tels que, soit p**! divise cet entier, soit
p**1 ne divise pas cet entier. Nous avons vu a la question B.I.2.a que Uy est inclus dans

Uy pour tout k > 0. Donc Uy U Viyg € Up U Viyy, Cest-a-dire {1,...,n} € Up U Viyq.

Des deux inclusions qui précedent, il vient que {1, ..., n} = U U Vi, ;. Comme #{1,...,n} =
n, on a nécessairement f(U; U Vi41) = n. En revenant a I'égalité (M), et en remplacant
chaque cardinal du deuxiéme membre par sa valeur exacte, on obtient :

e

Puisque §Qf = (U U Vi41), il S’ensuit 'expression de §Qj en fonctionde net p :

B(Uk U Vig1) =

n
pk

n

Pk

n
pk+1

pour tout k > 0, on a Q. =

B.I.4 Onsaitque n!=1x2x---x(n—1) x n. Par propriété admise dans I'énoncé, pour tous n, m entiers
naturels non nuls et tout p € &2, on a v,(m-n) = v,(m) + v,(n). On applique cette propriété pour
le calcul de vy, (n)) :

vp(n) =vp(1x2x - x (n=1) xn)=v,(1) +--+ vy(n) :kZ vy (k).
=1

D’apres la question B.I.2.c, on sait que la famille de parties (o, ..., Q,~1) forme une partition de
I'ensemble {1,...,n}, dou {l,...,n} = Uko_1 Q. On peut alors écrire

k=0
n ko—1 n ko—1
Yvp=> Y vp@. < Y uv,=) > k
k=1 k=0 aeQy k=1 k=0 acQy
Cette équivalence est due a la définition de Qj pour tout k > 0: Qf = {{a €e{l,...,ntvpla) = k}.
n k(]—l
Comme Z k = k §Q, il vient Z vp(k) = Z k 4Q.
aeQy k=1 k=0

ko est le plus petit entier tel que ko > 1 et n < p*. Si k > ko, onan < p*o < p* < p**1, doti n/p* <1

et n/p**! <1, et donc [n/p*] = [n/p**1] = 0. Ainsi, pour tout entier k > ko, on a
n n
#Qk = ﬁ - pk“ =0-0=0.
ko—1 +00 +00
Puisque ) k#Qr= ) k#Qr+ Y ki#Qravec ) k#Qi =0, on peuten conclure que
k>0 k=0 k=ko k=ko

vp(nl) =) kiQx|.

k=0
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Montrons qu’alors

vp(n!): Z Ek .

>1LlP

Sachant que v, (n!) = Z’,z‘):_ol k #Qy et, pour tout k > 0, #Q,, = #] - [#], il vient (le premier terme
de la somme est nul)

ko—1

Kozl (1 m n n n
i = Ll B3 )
p kX:‘E) [pk] [pk+1 Z [ k] pk+1
n n
= 1(;]‘[;)”(—]‘[ ][+t
n
+(ko 2)([ i e +(k0—1)( — ko])
_[n n n 1
—E‘i‘?‘*"'l'pko —(0—)—
ko—1
A EAR
k:1[l9]C pko
ko est le plus petit entier tel que ko > 1 et n < p*. D’ot1 n/ p* < 1, ce qui implique que [n/ pko] =
Puisque
ko—1
n n n
Y |- & || 2 =
1Pk i1 Lp* k> ko p*

avec )

k=ko

] 0 (rappel de B.I1.4 : pour tout k > ko, [n/pk] =0), on peut conclure que

n

pk

vp(n!) = Z

k>1

Nous venons d’établir, dans cette partie B.I, la formule ci-dessus due a Legendre qui donne I’expression
de la valuation p-adique de n!. Dans la partie B.II suivante, nous allons démontrer un théoreme de
Mertens qui précise le comportement asymptotique de la suite

p premier <n p n .

II Un théoréeme de Mertens

Dans toute cette partie II, on considéere un entier n > 2.

B.II.1 On nous propose d’utiliser '’encadrement x — 1 < [x] < x valable pour tout réel x et la formule de
Legendre. Dans le cas particulier out x = n/ p, I'encadrement ci-dessus devient :

n n
—— 1< |-

p p

n n
<—+ .
p plp-1
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est la somme d’entiers TOUS strictement positifs, on a donc

)3

k>1 pk
n n n
=15 <z |5
p Pl i=1lp
Comme2—1< n et n <Z — il vient :
p p pl >1lp
——1<
p kgl

On revient 4 I'encadrement x — 1 < [x] < x, et on I'applique a x = n/ p* afin d’obtenir

<y L=ny

: ok
k>1 P k>1

——-1<
pk

n
pk

n

<< = Xl

Pk k=1

p*

On reconnait ici une série géométrique de premier terme 1/p et de raison 1/p. De plus, on sait

1 n
que comme [—|(<1,0ona %im (—) =0, donc I'inégalité précédente devient :
p —e\p
n 1 1 n 1 n p n 1 n n
Z — <n-— = o= =—(1+—)=—+—.
>1Lp pl-4 pE= pp-1 pt p-1) p plp-1)
Commez — < Zﬁk:n et——1<z ,on ales inégalités
1 lptl e=ptop p(p H p =1Lk
S 0 PP
P k>1Lp p pp-1

Enfin, d’apres la formule de Legendre, on a v, (n!) = Z
k>1

— |. Finalement,
pk

. P . P n
pour tout p € & on a les inégalités E —1<vp(n) < —

+—.
p(p-1)

B.I1.2 On nous propose de commencer par montrer |'égalité : n! = H pr,
p<n

Par propriété admise dans I'énoncé, la décomposition en facteurs premiers de I’entier
n! peut s’écrire n! =[] c » p'?"™ _Si p est un nombre premier tel que p > n, alors pour
tout entier k € {1,. n}, on a (établi au début de la question B.1.4) v, (n!) = Zk:l vp(k) =
0. On en déduit

nl = H pv,,(n!).

psn

En passant au logarithme népérien et en appliquant ses propriétés, on obtient

ln(n!):ln(l_[ p”vm”) Y In(p”"™) =3 v,(n)In(p) ().

p<n p<n psn
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Rappelons le résultat de la question précédente : pour tout p € &, on a les inégalités

n n
——l<vp(m)<—+——
p p pp-1)
In(p)>0 (n
<>

n_ 1) In(p) < v, () In(p) < (ﬁ + L) In(p)
p p pp-1)

- ¥ ((%—l)ln(p)) <Y vpinp) < Y (%ﬁ)muﬂ)

p<n psn psn
LS (ﬁln(p) —ln(p)) <)< Y (Eln(p) +Lln(v))’
p<n psn plp=1)

ou encore, ce qui est demandé,

1 | |
ny. np) _ Y In(p)<In(nh)<n ), M+nz iy |
p<n p<n p<n pgnp(p"n

B.Il.3.a Dans cette question, et sauf mention contraire, les sommes non indicées sont valables
pour les entiers k > 0. On nous propose de nous intéresser a la série entiere Y x*/2¥, ainsi
qu’a sa série dérivée. En posant ay = 1/2¥ pour tout entier k > 0, nous obtenons la série en-
tiere Y ay x* = Y x¥/2¥. Notons R son rayon de convergence. Tous les termes ay. sont réels et
strictement positifs. On a :

1
Aj+1 ok+1
1

1 2 2k o (aps) 1
- —=— -2 = lim ==-<L
ag L 2ktl 1 2x2k 2 k—oo\ ay 2

2k

D’apres la régle de d’Alembert, on a R = 2 et la série Y a; x*

valle ] — R, R[=] - 2,2[.

converge absolument sur 'inter-

Observons que ¥ x¥/2% = ¥ (x/2)¥ est une série géométrique de terme général 1 = (%)k pour

tout entier k > 0 et pour tout réel x € | — 2,2[. Les sommes partielles de la série ) uj sont les
nombres

k+1 k+1
ezt (5 (2] e (2] g 212G
k= Uo+ U =15 > 0 -2 -7

X x\ k+1
Sixe]-2,2[alors ‘—‘ <1, ce qui implique lim (—) =0et
2 k—oo\2
1

2
lim s = = = .
k—o0 1- % 2-x 2—X

La série géométrique de terme général (g)l est absolument convergente et sa somme est
NG
k>0 2

D’une part, la série dérivée de la série entiere ¥ a; x* est la dérivée de la fonction x — Zf—x
sur|—2,2[. Pourtout x€]—-2,2[,ona

))&
2-x) 2-x2] 2-x2
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Rappelons qu’une série entiere et sa dérivée ont le méme rayon de convergence.
D’autre part, par théoréme du cours, la série dérivée de la série entiere Y. a; x* est la série
k+1 k k+1
Y ST .Observons que Y (k+1Dagy x° =) pYasy
k=0 k=0
Enposant ¢/ =k+1,onak=¢—-1,etsik>0alors¢ > 1. On obtient:
k+1 ’
Py A By A
=0 2k+1 s 2(
¢ étant une variable muette, on peut la remplacer par k. La série dérivée de la série entiére
2 k>0 0k x* s’écrit Y1 zﬁkxk_l. En identifiant les deux expressions obtenues pour la série
dérivée de la série entiere Y ;> ax x¥, on obtient :
k 2
pour tout x € ] - 2,2, — X T =—.
kg’l 2k (2 - x)?
o e k k
Dans le cas particulier ou x =1 (1 € ] - 2,2[), la série dérivée Z —1 = Z —- converge
2k 2k
k>1 k>1
absolument et est égale a ﬁ = % = 2. k étant une variable muette, on peut la remplacer
par r et conclure que
r +00
la série ) oF converge absolument et )_ or =2/
r=1
B.I1.3.b Observons que, pour tout entier m >2,ona:

1 _m—m+1_ m m-1 1 1

mm-1 _ mm-1) mm-1) mm-1) m-1 m

Pour tout entier r > 1,ona2’ 1 >20=1.Si2"'<m<2 ,alors me 2771 +1,...,2"} (en-
semble pour lequel m > 2) et on peut écrire

1 ZZ ( 11 ) 2 1
a1 omear MM —1) m=2r iy \m-—bL - mj = ,m-1
2T -1 1 2r 1
= > 7" Y~ —  (avecle changement d’indice £ = m—1)
¢=2r-1 m=2""1+1
-1 27
= Z —— Z — (car ¢, muette, peut étre remplacée par m)

m=2r-1 Ty _pro1, M

1 2'—1 1 2'-1 1 1
= (2r—1+ Z _)_( Z _+2_r
m=2r-141 M m=2r-141 M

11 2 1 2 1 2-1 1

or=1 or or-lyxp or or or 2r  2r

On en déduit que

. 1 1
pour toutentierr >1, ) ———=—1.
2r—1<m<2r m(m - 1) 2r




CAPES externe 2008 : Deuxieme composition 31

B.IL.3.c

In(m
Posons U, = Z L Nous allons en déduire qu’alors, on a I'inégalité
2r—1<m<2r m(m -1

r

Pour tout entier m vérifiant 2"~ < m < 2", on a, en passant au logarithme népérien : In(m) <

In(2"), et puisque 5, — >0, ona

In(m) < In(2")
mm-1)  mim-1)

Cette inégalité est vraie pour tous les entiers m compris entre 2! et 2" et en sommant, on
obtient :

In(m) In(2")
—< ) .
2r—1<m<2r M(m - 1) 2r—1<m<2r m(m - 1)
Or, en utilisant le résultat précédemment encadré,
In(2" 1
# :1n(2r) Z - :]n(zr) —
2r—1<m<2r m(m - 1) 2r*1<m<2r m(m— 1) 2r

rin(2)
2r

Enfin, d’apres la définition de U, la derniére inégalité s’écrit alors U, <

rin(2)

Pour tout entier r > 1, on a l'inégalité U, < o7

D’apres la question précédente, pour tout entier r > 1, on a les inégalités 0 < U, < 2—’,1n(2)
(U; et 2—’, In(2) sont des nombres réels positifs ou nuls). De plus, d’apres la question B.I1.3.a,
la série ) 2Lr est absolument convergente. Il en est de méme pour la série ) 2Lr In(2). Par théo-
réme de comparaison,

+00 +00

r
la série Z U, est convergente, etl’on a Zi U, < Zl > In(2)|.
r: r:

Nous allons donner un majorant de cette série. Observons que
o & 7 BI3a
—In(2) =In(2 — =7 2In(2).
> o7 2) ( )rgl o7 2)

r=1

D’apres le résultat encadré ci-dessus, on peut donc dire que

+00

2In(2) est un majorantde Y Uy |.

r=1
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In(m) X . . : : :
B.I1.3.d La série Z por—— est a termes strictement positifs. On peut lui associer la suite de terme
m>2 Mim—
" In(m
général u, = Z _In(m) de ses sommes partielles.
e m(m—1)
In(m)
Par définition, sila suite (u,) ,>, est convergente, alors la série Z ﬁ est convergente.
=, m(m
On remarque que, pour tout entier n > 2,ona:
1 In(m) % In(m) In(n+1) In(n+1)
Ups1= ), ——— Z = Up+ ————.
e m(m—1) > m(m— 1) (n+1)(n+1-1) nn+1)
. In(n+1) o
Comme, pour tout entier n > 2, ona ———— >0, il vient
nn+1)
In(n+1)

+U,> U, ©  Upil> Up.
nn+1)

Cette inégalité permet d’affirmer que la suite (u,) >, est strictement croissante.

Pour montrer que cette suite (u,),>, converge dans R, il suffit de montrer a présent qu’elle
est majorée. Il est astucieux de voir que, pour tout entier n > 2, il existe un entier k tel que
n+1 <2k Ainsi, on peut écrire

" In(m) n+l - In(m) 2 n(m)

ot LCURRS WL LS WL LIRS LS s _inm)_
omm—1) = m(m-— 1) oymim-—1) omim-1) 5 or-lom<ar mm-1|
Par définition méme des nombres u,, et U,, il s’ensuit I'inégalité suivante :

k
un <) Uy

r=1

Tous les termes U, étant strictement positifs on a Z’le U, < Z;L‘:x{ U;. Donc, pour tout entier
n>2onau,<Y 5 U,

D’apres la question précédente, 2In(2) est un majorant de Y. U;. 2In(2) est alors aussi un
majorant de la suite (u,),>», ce qui permet de justifier la convergence de la suite (uy),>2
(toute suite croissante et majorée converge dans R!). Et par définition rappelée ci-dessus, on
peut affirmer que

In(m
la série Z (—)1) est convergente |.

Remarque : Pour montrer la convergence de cette série, on aurait pu se contenter de mon-
trer que la suite (u,),>, de ses sommes partielles est majorée. En effet, par proposition du
cours, « une série a termes positifs est convergente si et seulement si la suite de ses sommes
partielles est majorée ». Il n’était pas nécessaire de montrer la croissance de la suite (1) ,;,>2.
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Par passage a la limite, on trouve

om—1 S2n@ li ————| < lim (2In(2)),
mzzz m(m—1) ne = "I_I’lgo(ngz m(m—l)) nl—r»go( n(2)

ou encore I'inégalité demandée :

1 In(m)
———— <2In@2) =In().
mzzzm(m_l) n(2) =In(4)

P . P . P . z 2
B.IL.3.e Onnous propose de commencer par déterminer pour quels réels u on ales inégalités u—%- <

In(1+ u) < u. Posons f(u) =In(1+u) —u+ ”72 et g(u) = u—1In(1 + u). Ces deux fonctions sont
définies et dérivables sur ] — 1, +ool.

Etudions tout d’abord le signede f(u): Pourtoutréel u>-1,0na

1-(1+w+ul+uw v

1
"W)=——-1+u=
I () 1+u

1+u Cl+u
Etablissons un tableau de signes :
| Valeursdeu [ -1 0 +00
Signe de u? + 0 +
Signedel+u || 0 + +
Signede f'(w) || Il + 0 +

Pour tout réel u > —1, on a f'(u) > 0. La fonction f est croissante sur ] — 1, +oo[. Obser-
vons que

f(0) = L 140=1-1=0
140 B -
Si u <0, alors f(u) < f(0) =0 (par stricte croissance de la fonction f). Donc, si u > 0,
alors f(u) > f(0) =0 (par croissance de la fonction f).
Etudions a présent le signe de g(u) : Pour toutréel u>—1,0na

1 _1+u—1_ u
1+u  1+u  1+u

gw=1-

Etablissons un tableau de signes :

| Valeursdeu [ -1 0 +00
Signe de u - 0 +
Signedel+u | 0 + +
Signedeg'(w) || Il - 0 +

Si ue]—1,0[, alors g'(u) < 0 et g est strictement décroissante sur ] —1,0[. Si u = 0, alors
g'(u) =0 et g admet un extremum (ici, un minimum) en u = 0. Si u > 0, alors g'(u) > 0
et g est strictement croissante sur l'intervalle ] — 1, +oo[. Le calcul de g(0) donne g(0) =
0-In(1+0)=-In(1) =0. Donc g(u) > 0 dés que u > —1, donc en particulier u > 0.
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Récapitulons ce qui nous intéresse : pour tout réel u > 0, on a f(u) > 0 et g(u) > 0. Si on
revient a la définition des fonctions f et g, alors pour tout réel u > 0, on a simultanément

In(l+u)—u+ ”72 > 0etu—In(1+u) > 0. Ce qui permet d’affirmer que :

2
u
pour tout réel u € [0, +00l, on a la double-inégalité u — > <In(l+u)<u|.

Pour tout entier n > 1,ona 1/n >0, c’est-a-dire 1/n € [0, +oo[. On peut donc remplacer u par
1/n dans la double-inégalité ci-dessus et on obtient :

2
1 (3) 1\ 1 0 1 11 1 1
—— <Infl+—-|<—- o n|l—-——-|<nhn|l+—|1<n—.
n 2 n n n n®2 n n
En simplifiant les écritures, nous pouvons conclure que
. c e 1 1
pour tout entier n > 1, on a la double-inégalité 1 — o <nln|l1+ - <1].

Nous allons en déduire I'autre inégalité. De la double-inégalité trouvée ci-dessus, on tire 1 —
ﬁ <nln(1+ %), soit, en divisant chaque membre par 1 > 0,

Pour tout entier n > 1,on a n? > n,ouencore 1/ n? < 1/n (lafonction x — 1/x est strictement
décroissante sur ]0, +oo[) d’ou les implications successives

ii 11 1 1 r 1.1 1 1
2n2 " 2n 2n2” 2n n 2n2” n 2n 2n
Comme pour tout entier n > 1, on aln(l + l) > l - L et l - L > i, il s’ensuit que
n n 2n’ n 2n®" 2n

1
pour tout entier n > 1, on a l'inégalité In (1 + —) >
n

B.IL.3.f Procédons par récurrence sur I'entier n : on considere la propriété & définie pour n > 2 par

P (n) :il existe un réel 0, € [0,1] tel que In(n!) = nin(n) — n+1+0,In(n).

Initialisation (n = 2): Observons que, si n =2, alors :
— d’une part, In(2!) =In(2 x 1) =1In(2),
— d’autre part, nln(n) —n+1+60,In(n) =2In(2) -2+ 1+6021n(2) =2In(2) - 1+ 62 In(2).

Nous voulons que le réel 0, vérifie I'égalité In(2) = 2In(2) — 1+ 60, In(2). Evaluons le réel 6,
en I'isolant dans cette équation. Il vient :
In2)-2In2)+1 1-In(2)
- In(2) T @
La calculatrice donne 6 = 0,44, ce qui est bien un réel de I'intervalle [0, 1]. Pour n = 2, il

existe un réel 6, ~ 0,44 € [0,1] tel que In(n!) = nIn(n) — n+1+6,In(n). La propriété &
est donc initialisée, elle est vraie au rang n = 2.

2
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Hérédité: Par hypothese d’hérédité, supposons que, pour un certain entier m > 2 fixé, on a
la propriété & (m). Montrons qu’alors on a la propriété

Pm+1):301 €001 In((m+1))) = (m+DInm+1)—(m+1)+1+0,,41In(m+1)
(m+DIn(m+1)—m+60,1In(m+1).

On a, par définition de la factorielle : In((m + 1)!) = In(m! (m + 1)), et en appliquant la
propriété de calcul du logarithme népérien In(ab) = In(a) +In(b), on trouve

In((m+D!)=In(m) +In(m+1).
Appliquons I'hypothese d’hérédité en remplacant In(m!) par son expression :
In((m+1)!) = mln(m) —m+1+6,,In(m) +In(m+1).

Nous voulons identifier les deux écritures de In ((m +1)!) et I'égalité obtenue sera vraie si
et seulement si le réel 8, vérifie I'égalité

(m+DIn(m+1)—-m+0,,In(m+1)=mIn(m)—m+1+60,,In(m)+In(m+1).

Evaluons le réel 0,,,, en I'isolant dans cette équation. On trouve :

mln(m)—-m+1+0,,In(m)+In(m+1)-(m+1DIn(m+1)+m

Om1 = In(m+1)
3 mln(m)+1+0,,In(m)+In(m+1)—mIn(m+1)—-In(m+1)
- In(m+1)
1+0,,1 —ml H-m(-1
_ 140pIn(m) - min(m+1) - m(~In(m)) car mln(m) = (-m)(~In(m)
In(m+1)
1+6,,In(m) — m[In(m+1) —In(m)| .
= en factorisant par (—m)
In(m+1)
1+6p,In(m) — mIn (2:1) a
= v— car In(a) —In(b) = ln(E)
~ 1+9mln(m)—mln(1+#)
Bl In(m+1)

Nous devons maintenant vérifier que le réel 6,,,+, appartient a 'intervalle [0, 1], c’est-a-
dire vérifier la double-inégalité 0 < 8,,1; < 1. On sait déja que 0,, est un réel de l'inter-
valle [0, 1], ce qui s’écrit 0 < 0,, < 1, d’ou les implications successives :

0In(m) < 0,,In(m) <1In(m) car pour tout entier m > 2,on a In(m) >0
1 1 1
> 0+1—mln(1+—) g@mln(m)+l—mln(l+—) gln(m)+1—mln(1+—
m m m

1-min(1+ L) _ OmIn(m)+1-min(1+ ) _ In(m)+1-mln(1+-)

~

In(l+m) In(1+m) In(1+m)

(car pour tout entier m > 2, on a 1/In(1 + m) > 0), ou encore,

1—mln(1+%) 1n(m)+1—mln(1+%)

In(Q+m) M In(1 + m)
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Exploitons les résultats de la question précédente : soit m > 2 un entier. Alors

1 1 1
min(1+—=)<1 = —mln(1+—)>—1 = 1—mln(1+—)>1—1:0
m m m
@N) 1—mln(1+%) 0

nd+m) - In(d+m

1-mln(1+ %)
In(1+ m)

Comme 0,41 > ,on trouve 0,,.1 > 0.

Toujours d’apres la question précédente, pour tout entier m > 2, on a les inégalités :

1 1 1 1 1 1
mln(l+—)>l—— et ln(1+—)>—:>——>—ln(1+—),
m 2m m 2

d’ot I'inégalité suivante, par transitivité des relations d’ordre :

1
mln(1+ —
m

1
>l—ln(1+—
m

<—(1—ln(1+%)):ln(1+%)—1

1 1 1
= 1+ln(m)—mln(1+—) gln(1+—) —1+1+In(m) :ln(m(1+_)
m m m
marn >0 1+In(m)-min(1+ 1) _In(m+1)

1
= —mln(1+—
m

=ln(m+1)

In(1 + m) SIn(m+1)
1+In(m) - mln(1+ i)
Comme 0,11 < , il s’ensuit que 0,41 < 1.
In(1+m)

Nous venons de vérifier que 0,41 € [0,1], ce qui justifie &?(m + 1). La propriété & est
donc héréditaire a partir du rang n = 2, c’est-a-dire que pour tout entier n > 2, on a
I'implication #(n) > Z(n+1).

Bilan : On a &?(2) et pour tout n > 2, #(n) > & (n+1). D’apres le principe du raisonnement
par récurrence, la propriété & est vraie a tout rang plus grand que n=2:

pour tout entier n > 2, il existe 8, € [0,1] tel que In(n!) = nln(n) —n+1+0,In(n) |.

B.IL.4 Soient p un nombre premier de & et n un entier supérieur ou égal a 2. Nous revenons au résultat
de la question B.I1.2 qui donne I'inégalité

In(p) In(p) In(p) In(p)
Inn)<n) —+n) ———=n +
pgn p pgn p(p -1 pgn p pgn p(p -1

1/n>0 In(n!) In(p) In(p)
S <Y 22,y Ty
n lﬂ;n p Pén p(p—1)

Or, d’apresla question précédente, il existe unréel 8, € [0, 1] tel que In(n!) = nln(n)—n+1+0,In(n).
Comme 6,, > 0, on a 0In(n) < 6,In(n) (car In(n) > 0), dou 0 <1+0 < 1+6,In(n), cest-a-dire
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B.IL.5

n(ln(n) — 1) < In(n!). On en tire In(n) — 1 < In(n!)/n et grace a I'inégalité () et a la transitivité des
relations d’ordre, on a

In(p) In(p)
In(n)—-1< + .
pé:n p pgn P(P -1

11 est facile de voir que
n
Z In(p) < Z In(m) .

En effet, tous les termes Wi?rgﬁ)l) sont strictement positifs. Dans I'inégalité précédente, la somme

des termes qui constituent le membre de gauche est strictement inclus dans I'’ensemble des termes
qui constituent le membre de droite. Il y a moins de termes dans la somme de gauche que dans
celle de droite.

Dans la question B.I1.3.c, nous avons montré la majoration

L ln(m)

Y —— o <In(4).

m=2 M\um

| LA |
Puisque Z n(p) < Z M, il vient par transitivité des relations d’ordre,
p<n p(p—l) m=2 m(m-—1)
1
y 0B,
p<n plp—1)

D’ot, toujours par transitivité des relations d’ordre,

In(p) In(p) In(p)
In(n)-1< + < +1n(4)
pgn p pgn p (]9 -1 p;n

= Inm)-1< ), In(p) +In4) o Inm-1-In@< ), M,

p<n P psn

d’ou le résultat

|
pour tout p € & et pour tout entier n > 2, on a I'inégalité In(n) — (1 +In(4)) < intp) :

p<n

Soient p un entier de & et n un entier supérieur ou égal a 2. Rappelons le résultat de la question
B.IL.2 qui nous donne l'inégalité

|
ny. In(p) _ Y In(p) <In(nY,
p<n P p<p

d’ot1 on tire

ny P oy + Y Ingp) 'S0 Y ln% 1( nn)+ Y In(p ))

p<n p p<p p<n p<n

In(rh + l Z In(p).

p<n

En passant I'inégalité de la question A.IL.f au logarithme népérien (la fonction x — In(x) est stric-
tement croissante sur ]0, +oo[), on trouve :

In([] p) <In@4™ = nln@) ' &° —ln(l_[ p) ;nln(4):ln(4).

psn psn
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1 1
Comme — Z In(p) = —ln( H p), I'inégalité s’écrit
n n

p<sn psn

% Y In(p)<In@@) < In(n) + - Y In(p) <In(n) +In(4).
p<n

p<n

De plus, In(n}) =In(1x---xn) =In(1) +---+In(n) = £}_, In(k) (par définition de la factorielle et par
propriété de calcul du logarithme népérien). Comme la fonction In est strictement croissante sur
[1,+o0l, on a pour tout entier k vérifiant 1 < k < n, In(k) < In(n). Tous les n termes de la somme
Y y—1In(k) sont inférieurs a In(n). On peut donc écrire

Z Intk)=In(1)+---+Inn) <Inn) +--- +In(n) = nln(n).
k=1

D’ou In(n!) < nln(n), soit In(n!)/n <In(n), dou

In(n!)

n

< % Y In(p) +In(n).

psn

1
- Y In(p) +

psn

1
Mais — ) _ In(p) +In(n) < In(n) +1n(4), on obtient alors bien, par transitivité des relations d’ordre,
p<n

In(n!)

n

% Y In(p) + <In(n) +In(4).
p<n

| 1 In(n!
Comme ) _ In(p) <—) In(p)+ n(n)

p<n p npgn
tions d’ordre :

, on obtient I'inégalité demandée par transitivité des rela-
n

|
pour tout entier p de & et pour tout entier n > 2, on a I'inégalité Z % <In(n) +In(4) |.

p<n

Nous allons maintenant justifier le théoreme de Mertens. Pour cela, on utlise les inégalités obte-
nues dans ces deux dernieres questions afin d’obtenir I’encadrement suivant :

In(n)—(1+In@) < ). In(p) <In(n) +1n4)

psn

o —-(1+ln@)< ). ln(—p)—ln(n) <In4) <1+In(4)
p<n p
p<n

o <1+In(4).

En effet, pour tous a et b dans R, |a| < b est équivalent a —b < a < b. Considérons maintenant les
suites numériques (1) ,>2 et (v,) >, définies par

1
Uy = ﬂ —In(n) et v, =1,

p<n
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et posons ¢ = 1+1In(4). L'inégalité ci-dessus peut alors s’écrire |u,| < c|v,|. Lénoncé nous donne la
définition suivante : si (u,), et (vy,), désignent deux suites numériques, alors on notera u, = O(v,)
pour dire que la suite (u,),, est dominée par la suite (v,),, c'est-a-dire qu'il existe un réel c et un
entier ny tels que pour tout n > ng on ait |u,| < clv,|.

In
Par conséquent, pour tout n > 2, on a u, = O(v;,), c'est-a-dire Z ﬁ —In(n) = O(1), ou encore,
psn
ce qui est le résultat attendu :
In
pour tout entier n > 2, Z ﬁ =In(n)+0(1)|.
p<n P

Nous venons d’établir, dans cette partie B.II, le théoreme de Mertens qui s’énonce ainsi :

Théoreme de Mertens :
Pour tout entier p de & et pour tout entier n > 2,0on a:

> In(p) _ In(n) + O(1).

psn

In
La suite ( Z Intp) _ ln(n)) est dominée par la suite constante de valeur 1.

p<n "

1
Ce théoreme va nous permettre d’étudier le comportement asymptotique de la suite ( Z —) qui estle

psntjy

but de la partie suivante.

1
III Le comportement asymptotique de Z —

pénp n

B.III.1 Dans cette question, on établit des résultats préliminaires utiles pour la suite.

B.III.1.a On nous propose de comparer ces séries avec les intégrales généralisées

f+oo dt f+oo dl-
et .
2 tIn%(p) 5 tIn(p)

Soit a € {1,2}. On considere la fonction f, définie sur [2, 4+o0[ par

1

falt)= tIn%(1)"

La fonction f; est dérivable sur [2, +oo[ et pour toutréel £t > 2,0on a:

1In%(8) + ta%ln“‘l(t) _ —ln“_l(t)(ln(t) +a)
[tIn%(n)]? [£In% ()]

fal)=-
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Pour tout entier a € {1, 2} et pour toutréel t > 2, on a

In(t) +a 20
[tIn®(1)]

f! est donc du signe de —In®*"!(#). Or, pour tout réel ¢ > 2, In®"1(£) > 0, ce qui implique
—~In*"1(#) <0. Dong, si t > 2, alors f(#) <0, ce qui justifie que la fonction f, est strictement
décroissante sur [2, +ool. Elle est de plus continue et positive sur [2, +ool.

Soit k un entier supérieur ou égal a 2. Le fait que la fonction f; est strictement décroissante
sur [2, +oo[ entraine que si k < t < k+1, alors f(k+1) < fo (1) < fo (k). Comme f, est conti-
nue sur [2, +oo[, nous pouvons intégrer cette double-inégalité entre k et k + 1, et on obtient :

k+1 k+1 k+1
falk+1)dr < fa(@®)dr < falk)de
k k

k+1
< falk+1) < fa@®dt < fo (k).
k

Ajoutons ces inégalités pour k=2,...,n

3 n+1
fa(3)+---+fa(n+l)<f2 fa(t)dt+---+f fa@dt < fo(2)+---+ fo(n).

En appliquant la formule de Chasles pour la somme des intégrales, on obtient :

n+l1

Y full) <f fa(ndi < Z falh).
k=3

+oo dt
nln (n) tIn%(1)

ont méme nature. Le calcul de [,"* f,(¢) df selon les valeurs de a va nous donner les résultats
demandés.

Nous allons exploiter ces inégalités pour bien voir que la série Y. —— etl'intégrale [,

. Effectuon le chan-

n+1 n+l1
Premier cas: Supposons a = 1. Dans ce cas, f fa()dt = f In(D)
2

gement de variables x =1In(#), d’ou 1/x = 1/In(¢) et dx/dt = 1/t, c’est-a-dire dx = dt/t.
Sit=2,alors x =1In(2), etsi t = n+1, alors x =In(n + 1). Par ce changement de variables,
on obtient :

n+l  qp In(n+1) 1
fz tin(t) fln(z) ;dx = [ln(x)]}ﬁg)ﬂ) =In(In(n+1)) -In(In(2)).

Observons alors que

. n+1 dt .
tm ([ ) = i 11 1) 12 = 500

Rappelons que, par définition, I'intégrale impropre | ; °° f(r)dt est divergente si et seule-
mentsi [ f(¢)d¢ tend vers +oo lorsque x tend vers +oo. En utilisant cette définition, on

peut dire que f2+°° di_ 4t est divergente. Reprenons alors I'inégalité qui nous intéresse :

tIn(r)

n+1
/; In (t)\Zfl(k)
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En passant a la limite, on trouve

i n+l  q¢ | n
o < .
+00 nglgo(fz tln(t))\nl—r'go ]éfl(k)

Les sommes partielles fi(2) +---+ f1(n) ont pour limite +o0o, donc la série de terme gé-
néral fi(n) est divergente :

1
nin(n)

la série ) est divergente |.

n+1 n+l
Deuxieme cas: Supposons a = 2. Dans ce cas, f fa()dt = f 20 Observons que
2 2 tln“(¢
la fonction ¢ — In"!(¢) est dérivable sur [2, +oo[ et pour toutréel t > 2,0ona:
1 -1
In ') =—=In"%(r) = :
t tIn* (1)

Ce qui permet d’affirmer que —1/In(¢) est une primitive de f,(#). Ainsi :
-1 n+l1 1 1

n+1 1
f s—dr=|— =— +
2 tIn“(p) In(?) |, In(n+1) In(2)

n+1 dt 1
= ([ ) e
2 tIn° (1) n(2)

Rappelons que, par définition, I'intégrale impropre [ ; °° f(r)dt est convergente si et seu-
lementsi [ f(#)d¢aune limite finie quand x tend vers +oo En utilisant cette définition,

on peut dire que [,"* th?f(t) est convergente.

Pour tout entier n > 2,0on a
ntl o dg 1 1 ntl o dg 1 1 1+2In(2)
25 S < 2o T 2 Szt - 200y "
2 tIn“(r) In(2) 2In°(2) J2 tIn“(r) ~ 2In*(2) In(2) 2In“(2)
Repartons de I'inégalité qui nous intéresse :

’il 1 <fn+1 dt 1 'il o1 f"“ dt
Lty _—
2 2

— S + < +

= kln?(k) tIn?(¢) 2In?(2) (S kln?(k) ~ 2In%(2) tIn?(1)

n+1 1 1 n+1 dt_

& ) ——<—— +f —

oo kIn“(k) ~2In°(2) J2  tIn°(p)

f"“ dt 1+2In(2)
+ <

2 tln®() ~ 2In%Q)

ntl 1+2In(2)
<

2

iz kIn®(k) = 2In?@)

Comme

> , il vient par transitivité des relations d’ordre
2In“(2)

Ainsi, les sommes partielles de la série ) f>(k) sont majorées. Une série a termes positifs
est convergente si et seulement si la suite de ses sommes partielles est majorée. Puisque
la série ) f>(n) est a termes strictement positifs, elle est convergente :

la série est convergente |.
2

nln“(n)
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Nous allons maintenant montrer 1'égalité
+00 1

,;2 kIn(k)

=In(In(n)) + OQ1).

Soit k un entier supérieur ou égal a 3. Une démarche analogue a celle déja effectuée légere-
ment plus haut donne successivement

k+1 k+1 k+1
filk)dt < fi(nde < filk+1)dt
k k

- f1(3)+---+f1(n)<f AOAES A@ +-+ fitn—1)

n 1 n —
— <
k;g kin(k) fz tln(t) Z kln(k)

Calculons I'intégrale de cette double-inégalité en faisant le changement de variables x = In(¢)
(déja utilisé dans le premier cas ci-dessus). Il vient :

node 0 dx e
fz tin(t) .[ln(z) x [In(®)] 2 = In(In(n)) ~In (In(2)).

La double-inégalité s’écrit alors :

n n-l 1
Zs o (k) n(In(n) -1In(In@)) < kszT(k)
- | R 1 In (In(n)) - 1n (In@)) < nf
L kn(®) o) 2n@) kln(k)
>0 % 1 In(In(2)) )
o kzz ln(k) 21n(2) In(In(n)) —In(In(2)) < . TIn (k)
n—-1
= In(In(m)-In(In@) < kX“Z o (k) In(In(n)) —In(In(2)) + 2n2)
= —In 1n(2) Z kl—(k) —ln ln(l’l)) —ln(ln(Z)) + 2In(2)’
Mais
~In(In(@)) - T ~In(In@2)) et -In(In@)+ TOR In(In(2) + )’

doncl’encadrement devient

_ 1
_ — <
In(In@)+ 510 (2)] Z g (1) <1 (1n@) + 70
1
Z kl—(k) —In(In(n))| <In(In(2)) + 2n@)

en ayant utilisée la méme propriété de la valeur absolue rappelée plus haut. Considérons
alors les suites numériques (i) ,>3 et (V) ,>3 définies par :

Z kl—(k) —In(In(n)) et v,=1,
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et posons ¢ = In (ln(Z)) + ﬁ@) La derniere inégalité s’écrit alors |u,| < c|v,|. D’apres la dé-
finition rappelée a la question B.I1.5 (en choisissant ry = 3), nous avons alors u; = O(v;,), ce
qui s’écrit encore pour tout entier n > 3,

Z kl—(k) —ln ln(n)) O(l),

ce qui permet de conclure que

n-1 1
pour tout entier n >3, Y ——— =1In(In(n)) +0(1) |.
& kln(k)
B.III.1.b Pour toutentier n >>3,0na:
n+1-1
Upil— Uy = Zl e —ln(ln(n+ 1) ) (Z kl—(k)_ln (In(n))

k=1 ln(k) k; ln(k)

) —In(In(n+1) +1n(In(n))

_ Zkln(k) Z l(k)) (In(In(n+1)) —In(In(n))

nln(n) =1 =1

( In(n+1)
nln(n) In(n)

) car In(a— b) =In(a/b) pour tous a, b > 0.

Or, pour tout entier >3, onaln(n+1) =In(n(1+3)) =In(n) +In(1+ 1). Il s'ensuit

In(n+1) In(n) +In(1+3) _In(n) In(1+1)

In(n) In(n) " In(n) In(n) B In(n) In

)
1+—].
n

Le développement limité a I'ordre 2 en 0 de la fonction In(1 + u) est

u? )
1n(1+u):u—7+0(u ).

1 1
Comme lim — =0, on peut remplacer u par — dans ce développement limité, et on obtient
n

n—oo n
)b el
ol|l=]| |==——+0|=
n n 2n? n2

1 1 1/(1
1n(1+_):___(_
n n 2\n

1+;ln(1+l)—1+ ! (l— ! +o(i))—1+ L ! +0( ! )
In(n) n)  Inn)\n 2n2 n2)] " ninn) 2n2In(n) n2n(n)

ln(m(’l—+1)):ln(1+ L ln(1+l)):ln 1+
In(n) In(n) n

1
nin(n)  2n2 In(n) * O(nz In(n) ))
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1 P . B
n oo(nln(n) " 2n2In(n) + o(nzln(n))) =0, 'expression nln(n)  2n?ln(n) + O(nzln(n)) peut

remplacer u dans le développement limité d’ordre 2 en 0 de In(1 + u), et on obtient :

Comme lim 1 1 1 1

(e~ s e )|
niln(n) 2n2ln(n) n?ln(n)

n(ln(n+1)) 3 1 B 1 +0( 1 )_1
In(n) " nln(n) 2nr2In(n) n?ln(n)) 2

(e~ st )
° nin(n) 2n2ln(n) ° n2ln(n)

On a effectué une substitution d'un développement limité dans un autre. Par théoreme du
cours, on peut affirmer que

In(n+1)) 1 1 1( 1 1 )2 1
n( In(n) ) " nln(n) 2nr%ln(n) 2 (nln(n) B 2n21n(n)) o ( n? ln(n))
o1 _1.( 1 )2_2 1 1 +( 1 )2
nin(n) 2n%In(n) 2 [\nln(n) nin(n) 2n?In(n) \2n%In(n)
1
+0(rﬂln(n))
1 1 1 1 1 1 1
= - - = - + +0|————
nin(n) 2n%ln(n) 2 (n2 In’(n) n3In?(n) 4n4ln2(n)) (ﬂz ln(rz))
o 1 1 1 1 1
" nln(n) 2n2In(n)  2n2 In?(n) " 2n31In%(n) - 8n4In?(n) " O(nzln(n))'

Observons que :

_ -1 1 . (-n*In(n) , -1

o lim / =lim|—~| = lim —
n—o\2n2In?(n) n?ln(n)) n—c\2n21n?(n)) n—oo\2In(n)
, -1 1 . (-n*In(n) , -1

o lim / =lim|——~| = lim =0;
n—oo\2p3In(n) n2ln(n)) n—c\2n3In%(n)) n—o\2nin(n)
, -1 1 . (-n*In(n) , -1

o lim / =lim|———|=lim|———— | =
n—co\8p4ln?(n) n’ln(n)) n—co\8n4ln?(n)) n—o\8n?In(n)

Ces trois calculs de limite jusitifient les relations suivantes :

-1 1 -1 1 -1 1
=0 ;| ————— =0 ; =0 .
2n21n(n) (nﬂmm) 2n31n?(n) (nﬂan 8n*In?(n) (nﬂmm)
Par conséquent,

-1 1 1 1 1
— — + — —_— ],
2n2In?(n) 2n3In®(n) 8n*In%(n) O(Vlzln(n)) O(HZIH(H))

ce qui permet d’écrire

n(hun+1))_ R S ( 1 )
In(n) | nlnn) 2n2ln(n) ° n2ln(n) )’

En remplacant dans I'expression de u;+1 — 1y, on trouve :

I ————
Unt un_nln(n) nin(n) 2n%In(n) ° n2ln(n)))’

d’ou I'égalité demandée :

1 1
our toutentiern >3, u — Uy = +0 .
P nHL T T 2 In(n) (n2 ln(n))
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B.IIL.1.c Rappelons que la suite (u,),>3 est définie pour tout entier n > 3 par

Z kl—(k) —In (ln(n))

Il s’agit donc de montrer qu'’il existe un réel ¢ tel que u,, = ¢ + o(1) ou encore tel que u, — ¢ =
o(1). Exploitons pour cela le résultat de la question précécente : pour tout entier n > 3, on a

1 1
Une1=tn =500 In(n) - 0(n2 In(n) )

Rappelons encore que, par définition, f est équivalente a g au voisinage de +oo si et seule-
mentsi f — g = o(g), ou ce qui revient au méme, f = g+ o(g). En appliquant cette définition,

nous pouvons écrire
1

Upil— Uy ~ ——.
el 2n?In(n)

Considérons la série }_ 5 Tous les termes de cette série sont strictement positifs. Pour

1
2n%In(n)°
tout entier n > 3, on a ln(n) > In(3) > 1 par croissance de la fonction x — In(x). D’ot1 n?In(n) >

n? x 1, ou encore o ln(n) n2 par décroissance de la fonction x — 1/x.

Observons que Z est une série de Rlemann convergente. Par théoreme de comparaison
des séries a termes posmfs, la série ). est convergente, ou mieux ). est conver-

gente.

nzln(n) anln(n)

Par proposition du cours, deux séries a termes positifs équivalentes sont de méme nature.

Comme U411 — Uy ~ m, on en déduit que la série ) (u,+1 — u,) est convergente.

Les sommes partielles sont

n n n

sn o= Y (Ugr—ug) = Zuk+1—zuk
k=3 = =
n+1 n+1

. Z W—Z g Z uk—Zuk

n n
= Z(uk)+un+1_(u3+ Z uk) = Up+1— U3.

k=4 k=4

On en déduit que la suite (u,),>3 est convergente. Notons ¢ = lim u,. Avec cette notation,
n—oo

ona: ’
lim (unl_ ): 0.

n—oo

Par définition, f = o(g) au voisinage de +oo si et seulement si J}l_,m (j; Ejg) =

En appliquant cette définition, on peut dire que u,, — ¢ = o(1) et, en reprenant I’expression de
u,, on peut conclure que pour tout entier n > 3,

n—-1

1
il existe un réel £ = lim uy, tel que Y ——=In(In(m)+£¢+0(1)|.
& kin(o)




46 CAPES externe 2008 : Deuxieme composition

1
B.III.2 On note [w(n))n22 la suite définie par v (n) = Z w On considere un entier n > 3.
psn

B.III.2.a On nous indique dans I'énoncé qu’on pourra remarquer que

1 &6k ln(k) 1

pgn P ,;2 ‘In(k)’

ol ¢ estla fonction caractéristique de &2 dans N. On nous conseille ensuite d’utiliser la trans-
formation d’Abel sous la forme suivante : si (a,),>; et (b,),>; sont deux suites numériques
etsipour n>1,onpose A, =Y."_. ay, alors pour tout N >2, on a

k=1
N-1
Zan n—ANbN"'ZA (b — bp+1).
n=1

Considérons alors les deux suites numériques (a,),>; et (by),>; définies pour tout entier

nz1par
a, = 6(1)?(1) = 5(1)1X 0 =0 b; =0 (onT'impose)
5 et !
a, = olm)nin) pour tout entier n > 2 bn = In(n) pour tout 7z > 2.
n

Pour tout entier n > 1, on pose A, = ZZZI ax. Remarquons que si n =1, alors on a A; =
y! k=1 @ = a1 =0 (par la définition ci-dessus). De plus, pour tout entier n > 2, on a

i 6 (k) ln(k)
Par définition de la fonction 6, si k est un nombre premier, alors (k) vaut 1 et 0 sinon. A,
s’écrit alors

|
M=% 2P =y

p<n

par définition de la suite (w(n))n>2. Avec toutes les notations de 1'énoncé, appliquons la
transformation d’Abel : pour tout entier N > 3,

1 N-1 1
p;Np n;zdn n—ANbN‘l‘ nZzAn(b n+1) U/(]V)l (N) nZZW( ) h’l(l’l) ln(n+1) .

Observons que, pour tout entier n > 2,ona:

1 1 Inr+)-Inm) _ In(2£1) ~ In(1+4)
In(n) In(n+1) Inmhr+1) Inminr+1) Inminr+1)

On peut donc conclure que pour tout entier n > 3, on a I'égalité

5 In(1+1)

1_‘”_ 3 el S P
g<n P Inm ,; mmE+D |
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B.III.2.b On va utiliser 'indication donnée dans I’énoncé. Soit k un entier supérieur ou égal a 2. On
peut écrire :

In(1+4) o 1 In(1+1) @ 1 In(1+7)
In(k)In(k +1) In(k) In[k(1+1)] In(k) Ink +mn(1+1)
@ 1 ln(k) In(1+¢ )
~ In(k) ln(k)(ln(k)+ln(l+ ))

1 ln%k)ln(l"_ )

In(k) 1+ mein(1+7)

ou les égalités (1), (2), (3) s’expliquent par la factorisation dans In(k + 1) par k pour (1), par
la formule In(ab) = In(a) + In(b) vraie pour tous a, b > 0 pour (2) et par la multiplication des
numérateur et dénominateur par ﬁ afin d’obtenir 1 pour (3).

Considérons la suite (k) définie pour tout entier k > 2 par (k) = In (1 + %)/ In(k). On peut
donc écrire I'égalité
In(l+g) 1tk
In(In(k+1) In(k) 1+ (k)

Justifions a présent I'égalité

t(k) 1 1 ( 1 )
= - +o|=—=].
1+1t(k) kin(k) 2k%In(k) k?In(k)
Observons que
th) 1+t -1 1+t 1 1

1+t(k) 1+t(k) 1+t 1+tk) _1_1+t(k)'

Evaluons klim t(k) et pour cela, remarquons que
—00

CIn(1+g) n(l+g) In(i+g) ¢ W(+g) 1

t(k) = = . = . _
In(k) 2In(k) T In(k) T kn(k)
1 In(1+h In(1+%
Comme lim —=0et lim nd+h =1, il vient lim M = 1. D’autre part, hm
k—o0 h—0 h k—o0 e k—o0 kh’l(k)
0. Ces deux limites permettent de dire que klim t(k)=1x0=0.
—00
Le développement limité a I'ordre 2 en 0 de la fonction Tlu s’écrit Tlu =1-u+u®+o(u?.
Comme klim t(k) =0, on peut remplacer u par (k) dans ce développement et on obtient
=1-t(k) + t*(k) + o( £ (k
) (k) (k) + o(t*(k))
), (1= 200 + 200 + o( 2 (K)) ) = 1= 1+ (k) - £2(k) — 0( (k)
1+ t(k)

= t(k) - t*(k) — o(t* (k).
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Le développement limité a l'ordre 2 en 0 de la fonction In(1+u) s’écritIn(1+u) = u— ”72 +o(u?).
Comme lim 1/k =0, on peut remplacer u par 1/ k dans ce développement et on obtient :

k—o0
PRV ey
k] k 2k2 k2]

1 1
Puisque (k) = m In (1 + %), il s’ensuit que

In

S S
"o\ 22 T\%)) T kno  2k2lnto) T 2\ keemo )

.tk o .
Mais 1+tk) t(k) - t*(k) - o(t*(k)). Donc::
tk) (1 1 o
1+1(k) (kln(k) 2k2In(k) +O(k21n(k))) t°(k) — o(1°(K)).

On a effectué une substitution d'un développement limité dans un autre. Simplifions cette
écriture en observant que

In?(1+1
2 (k) = (Z—k)
In“(k)
et
t2(k In®(1+ % In®(1+3%) 1 In(1+1 1
N ) PETSL c 3 = 1+3) g
) In“(k) (1) n(k) 1 n(k)
On sait déja que
In(1+1 In(1+1)\
lim ((fk)) =1, donc lim (M) =1.
k—oo - k—o0 =
k
C li ! 0 it
omme lim —— =0, on voit que
koo I (k) q
?(k *(k
lim( g ) ): lim (— i ) ):IXO:O.
o\ Emm - 2In(k)
IR - : e (D) .
Par théoreme f = o(g) au voisinage de +oo si et seulement si )}1_{11 ﬁ = 0. On applique

ce théoreme pour affirmer que —#?(k) = o . De méme, on vérifie que —o(#*(k)) =

i)
) KZIn(k)
07z )- Ce qui permet d’écrire

e ) <)
1+t(k) \klnk) 2k2In(k) k2In(k) k2In(k) k2In(k))’

d’ou le résultat de 'indication :

t(k) 1 1 ( 1 )
= - +0|5——
1+t(k) kin(k) 2k%In(k) k?In(k)
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Utilisons maintenant le théoreme de Mertens (question B.I1.5) qui affirme que

wk) =) m% =In(k) + O(1).

p<k

ln(1+%) 1tk
In(k)In(k+1) Ink) 1+1tk)’

De plus, Donc, en utilisant 'indication,

L e Y SRR (e~ 2+ )
In(k)In(k+1) In(k) \kln(k) 2k%In(k) k2In(k) /)

v (k)

Développons ce produit :

In(1+z) 1 1 ( 1 )

Y omes D ~ *n  2e2mm °\Enmw

(i) ~lzene) s )
kln?(k) 2k21n? (k) k2In?(k)

1
kIn? (k)

On démontre que tous les termes, autres que ﬁ(k)’ sont dominés par (et donc aussi

1
kln® (k)

par O( )) Nous pouvons donc conclure que

In(1+1) 1 O( 1 )

Y omk+D - rmm iz

B.III.3 En remplacant |’égalité ci-dessus dans celle de la question B.III.2.a, on trouve pour n > 3,

1 wn "—1( 1 ( 1 )) wn) =1 n-l ( 1 )
— = 0 = 0 .
,,En PRSP N el ey | R wom i S i S ey

Par le théoreme de Mertens (question B.I1.5), nous savons que ¥ (n) = In(n) + O(1), soit en divisant
parIn(n) > 0,

w(n) In(n)+0(1) In(n) 0OQ1) o)
In(n)  In(m)  In(n) In(m  Inn)’
. o) . o) I .
Or lim = 0. La suite est donc négligeable devant la suite (v,),>3 de terme
n—oo\In(n) In(n) ) ;>3 ~
général v, = 1, ce qui s’écrit aussi
o) )
_— = 1 , d’ —=1 1 .
In(n) o(l), dou In(n) +ol)

On sait, d’apres la question B.III.1.c, qu’il existe un réel ¢ tel que

n—1 1
kX:"z Cno =In(In(n)) + £+ o0(1).
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n-1 1
Regardons ce qui se passe pour ) O ( ) en posant wy = O (—) pour tout entier k > 2.
8 k;z kln2(k) kIn2(k) -
Par définition donnée dans I'énoncé, la suite (wi) >, est dominée par la suite (m) >p- Autre-
ment dit, il existe un réel c et un entier ky tels que, pour tout entier k > ko, on ait
i < |
wil < c|——|.
U kIn? (k)
. 1 1 e 2 ey 2 L 2 y 2 s
Pour tout entier k > 2, e 0 implique | o ! B | IR Linégalité précédente s’écrit alors
lwil < !
Wi Cc .
= kIn?(k)
Nous avons démontré dans la question B.III.1.a que la série ) o 1 o est convergente. Il en est de
méme pour la série ) ¢ o ! R Par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série
Y lwy| est convergente, ou encore, la série ) wy est absolument convergente.
Toute série absolument convergente est convergente. La série ) wy est donc convergente vers un
réel que nous noterons L = hm (Z wk) Alors
n-1
lim Z wr—L|=0,
ce qui s'écrit aussi Y.} wk L=o0(1).
Faisons un bilan : on a
T e e e
p<n P In(n) (= ln(k) = \kIn?(k)
avec
W( ) =1+o0(1) n_l;—ln(ln(n))+€+o(1) et ZO( ) L+o0(1)
In(n) " & kin(k) = \kIn?(k) '
En reportant, on trouve finalement
1
Y ==1l+oM)+In(In(n)+¢+o01)+L+01)=In(In(n))+£+L+1+o0(l).
psn
En posant A = ¢+ L+ 1, on obtient bien la relation demandée : pour tout entier n > 3,
o , 1
il existe une constante réelle A = ¢ + L+ 1 telle que Z —=In(In(m)+A1+o0(1) .
p<n P
B.III.4 Soit n un entier supérieur ou égal a 2. L'énoncé nous dit que J est la fonction caractéristique de &

dans N telle que 6 (n) vaut 1 si n est un nombre premier, et 0 sinon. On peut donc écrire
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De plus, I'énoncé nous dit aussi que 6 (k) = w(k) — n(k — 1). En reportant, on trouve

Z

1 " wk)—n(k-1)
N L)

p<sn P =

n(k) T[(k 1)

Effectuons le changement d’indices i = k—1, dansquelcas k =i+ 1.Sik=2,alorsi =2-1=1
et si k = n, alors i = n— 1. Nous pouvons donc écrire (i étant une variable muette pouvant étre

remplacée par k) que
nel

v e
2—1:&—

Mais
" 7(n) n(n) nn) =1 71(n) “tak)  m() k) Sk

— — et = + =2 T
-k n = k k;lk+1 1+1 ,;21”1 oo k+1

car I’énoncé assure la valeur 7 (1) = 0. En reportant ces résultats, on trouve alors

Z_:

p<n

n(n) "= n(n) "ak) nn) ”‘l(n(n) n(k))
kK k+1)

iP Sraip? 3

no i k+1 no i

Observons que

n(n) nlk) 3 (k+1Dm(k) - kn(k) 3 (k+1-k)n(k) 3 n(k)

kK k+1 k(k+1) T k(k+D) k(k+D)
Nous aboutissons au résultat demandé :
1 =l k
pour tout entier n > 2, on a Z —= Z 7 (k) n(n) .
p<n P k= klk+ 1) n

Il s’agit maintenant d’en déduire le théoréme de Tchebychev. Supposons pour cela qu’il existe une
constante réelle ¢ > 0 telle que 7 (n) ~ cn/In(n). Il vient :

n(n) c n(n) c

—_—~

o ~ .
n In(n) nn+1) (n+1In(n)

Remarquons que

C
1
im wﬂim( . -"n(”)):hm( ©) = im (2 =1,
oo nln(n) n—oo\ (n+1)In(n) C n—oo\lp+1 n—oo\p

ce qui nous permet de dire que . Par transitivité des relations d’équivalences,

(n+1)In(n) " nln(n)

n(n)
(n) c R . .. .
~ , Ce qui s’écrit aussi (en termes de limite)  lim ”(HCH) =1.
nn+1) nln(n) O\
Les séries ). n’(T,fLTD et) — lrf( m | sont a termes strictement positifs. La résultat de la question B.III.1.a

nous assure que la série ) ——— nln( -7 est divergente. Par suite, la série ¥ -5 nln( -7 ale méme caractere di-

vergent. Enoncons le théoréme de comparaison des sommes partielles de deux séries divergentes
a termes positifs :
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Soient )" u, et }_ v, deux séries a termes strictement positifs. On suppose que la série
de terme général v, diverge et qu’il existe un nombre réel ¢ tel que lim (Z—Z) = /¢. Alors
n—oo

ona .
21 Uk
lim lf,t_—l =/.
On peut appliquer ce théoreme a u;, = %, Up = nln( -5 et £ =1 pour en déduire la limite
_n(k)
1 (Zk 2 k(k+1) )
im | Z———|=1

oo\ Yoo T

Autrement dit,
" (k) n c BllLle << 7(k)

2. )3 2

~ P=
S k(k+1) = kIn(k) & k(k+1)

~ c(ln(ln(n)) +0+ 0(1)).

Observons que

c(ln(ln(n))+€+o(1)) In(In(n)) ¢+0(1) . /+o0(1)

cln(In(n)) - In(In(n)) " In(In(n)) T In(In(n))’
¢+ o(1) c(ln(ln(n))+€+0(1))
Comme lim —) =0, il vient lim =1+0=1, ce qui s’écrit aussi
n—co\In (In(n)) n—oco cIn(In(n))

c(ln(ln(n)) +0+ 0(1)) ~ cln(In(n)).

Par transitivité des relations d’équivalence, on a

2o w(k) o C (X kj(rk(qli)l)
Z ~cIn(In(n)), ce qui s'écritaussi  lim | ———— | =
— k(k+1) n—oo| cIn(In(n))
Rappelons que
Z 1 ”il (k)
1 2l g ) wP o k(+1) e
—=) + , impliquant = + .
pn P i klk+1) n l ln(n)) cin(In(n))  cln(In(n))
De plus,
n(n) c
n In(n)
(par hypothese du théoreme de Tchebychev), d’ ou
o N hw ¢ 1

cln(In(n)) - cln(ln(n))’ avee cln(In(n)) " In(n) cln(In(n)) B In(n)In(In(n))’

o s . — . — . 1 —
Par proposition, si f ~ g avec leIEO g(x) = ¢, alors )}1_{1(}0 f(x)=¢. Comme ’}2130 (—ln(n)ln(ln(n))) 0, en

appliquant cette proposition, on trouve

n(n)
lim [ —2——]=0.
n—oo| ¢In (In(n))
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Il s’ensuit que

Zl

. p<nP . . 1
lim | ——— | =1+0=1, ce qui se traduit par — ~cIn(In(n)).
n—o0 cln(ln(n)) a P p;n ( ( ))

Enfin, grace a la question B.IIL.3, on peut écrire que

1
Z —
p<n P In(In(m)+A+o0(1) A+o0(1)

In (In(n)) In (In(n)) s 1n(ln(n))'

Comme lim ( A+o(l) ) =0, il vient

n—oo ln(ln(n))
1
Z il
lim M =1+0=1, ce qui se traduit par Z 1 ~In(In(n))
n—co| In(In(n)) ’ p<nP .

Par transitivité des relations d’équivalences, il vient

)

cln(ln(n)))

In(In(n)) ~cln(In(n)) < lim ( In (In(n))

n—oo

soit lim ¢c=1,d ot c=1.
n—oo

Nous venons d’établir, dans cette partie B.III, le théoreme de Tchebychev, qui s’énoncé ainsi

n
S’il existe une constante réelle ¢ > 0 telle que n(n) ~ ¢ m, alors nécessairement c =1 |.
n(n

La partie B.IV est une application de la formule asymptotique trouvée dans la partie B.III. On y étudie la
densité de 'ensemble des entiers possédant de grands facteurs communs.

IV Une application aI’étude des entiers possédant de grands facteurs
premiers

B.IV.1 Soit n > 2 un entier. Observons que

Yo=Y o+ ¥

p<n P paym P yn<psn

< |~

Rappelons que la partie entiére /7] de /7 est le plus grand entier inférieur ou égal a /7. On peut
donc écrire . . . . .
Y o= ¥ odou ¥ o=y ¥ o

p<vi P p<fvm P vasp<n P p<n P pé[\/ﬁ]p.
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Appliquons le résultat de la question B.IIL.3 aux entiers n et [\/ﬁ] : on trouve

Y 1 =In(In(n))+A+o0(1) et Y. —=In(In([vn]))+A+o0(1).
p<nP p<[vn] P
Ainsi
> % = (In(In(m) + A1+ 0(1)) - (ln(ln([\/ﬁ])) +A+ 0(1)) =In(In(n)) - In(In([vn])) + o(D).
Vn<p<n

[v/n] estl'unique élément de Z vérifiant [\/n] < v/n < [v/n] +1, il peut donc étre encadré sous la
forme vn -1 < [v/n] < v/n. La fonction x — In(x) est strictement croissante sur ]0,+ool, ce qui
permet d’écrire successivement

In(vn-1)<In([vn])<In(Vn)
= In(In(vz-1))<In(in([v7])] <In(in(vn)
& —In(n(va-1)]>-In(in([va])) > -In(In (V7))
& In(In()-In(In(va-1)) > n(inm)-In(n([va])) > (nm) - In(In (v7)).

Comme /7 = n'/? etIn(a”) = pIn(a) pour tout a > 0 et tout p € R, il vient

ln(ln(\/ﬁ)):ln(ln(nl/z)) ( ln(n))—l (ln; )) In (In(n)) —In(2).

D’ou

In (In(n)) —ln(ln(\/ﬁ)) =In(In(n)) - (In(In(n)) - In(2)) =1n(2).

De plus, Vn—-1= \/ﬁ(l—%), d'ouln(yn-1) :ln(\/ﬁ(l—ﬁ)) =In(y/n) +ln(1+ﬁ).Mais

In(1--L
ln(\/_)+ln(1—in):ln(\/ﬁ)(1+ h(l(\/ﬁ\/)ﬁ)),
d’ou
1 In(1-—)
In(In(v7i-1)) = ln(ln(\/ﬁ)+ln(l—ﬁ)):ln In(vm |1+ s
ln(l—ﬁ)
=1 (ln(\/_))+ln(1+ n (V7] )
Ainsi,

In(1- 1n)
In (In(n)) —ln(ln(\/ﬁ— 1)) =In(In(n)) —ln(ln(\/ﬁ)) —In (1 + ln(—\/_\/)_) )

S

Orln(In(n)) —In (ln (\/ﬁ)) =1In(2). Il s’ensuit que

Sy

In(In(n)) —ln(ln(\/ﬁ— 1)) =1n(2) 1n(1 + lnlr(ll(;\/__)) )
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Nous pouvons donc encadrer In (In(n)) - In (ln( (V7] )) sous la forme :

g

In(1-—-%)
In(2) gln(ln(n))—ln(ln([\/ﬁ])) <In2)-In 1+W .

Observons que

In(1- ) In(1-2) ln(l—ﬁ)( ) )
2 1 .
(Vi) L(vam(vm) (v
On sait que
In(1+ h) Jim (- J5)=o0 _ ln(l—ﬁ)
im ———— = 1. = lim —— =1,
h—0 h =60 1

In(1- L)
0, il vient lim v

Tl mﬁ

ln 1-—=
Inf1+ ——— =In(1+0)=1n(1) =

En appliquant le théoréeme des gendarmes a la double-inégalité

et puisque hm ( =1x0=0. Par suite,

lim
n—.oo

In(1- ﬁ)
In2) < In(In(n)) -In(In([vn)) <In@2) -In|1 +—) ,
n

In(vn

on obtient

’}EI(}O [In(In(n)) - In(In([va))] = In(2).

1
Rappelonsque Y  —=In(In(n))-In(In([vn]))+ o(1). Nous pouvons donc conclure que
nP
Vn<p<n
. 1 i
la suite Z — | converge et sa limite vaut In(2) |.
vasp<n P

B.IV.2 Etant donné un entier n > 2, on note P*(n) le plus grand facteur premier apparaissant dans la
décomposition en facteurs premiers de n. Considérons I’ensemble A des entiers n > 2 vérifiant
I'inégalité P*(n) > y/n. Pour tout réel x > 2, on pose A(x) = An [0, x].

B.IV.2.a Soient p € & et me N* tels que n = mp.

"=": Onsuppose que p = Pt(n)etne A(x). Comme ne A(x) et A(x) = An[0,x],onane A
et n € [0,x]. A est 'ensemble des entiers n > 2 tels que P*(n) > /n. Mais p = P*(n),
donc p > /n. La fonction x — x? est strictement croissante sur [0, +oo[, ce qui implique
p’ > \/ﬁz = n, et par suite, p?/p = p > n/p. Or n = mp, ou encore n/p = m. On a ainsi
I'inégalité p > m.
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De plus, n € [0, x], ce qui se traduit par n < x. Avec n = mp, il vient mp < x, d’ou 'inéga-
lité p < x/m. Au final,

si p=P*(n) et n€ A(x), alors on a la double-inégalité m < p < %

"<": Réciproquement, supposons que la double-inégalité m < p < 7; est vérifiée. On va
alors montrer que p = P*(n). Puisque n = mp, on peut dire que p est un diviseur premier
de n. Nous voulons montrer que p est le plus grand facteur premier apparaissant dans
la décomposition en facteurs premiers de n. Pour cela, on raisonne par 'absurde en
supposant qu’il existe un diviseur premier g de n tel que g > p. Puisque n = mp et q
divise n, a fortiori, q divise mp. p et g sont premiers entre eux car ce sont tous deux des
nombres premiers de &2. D’apres le théoreme de Gauss (rappelé page 8), g divise alors
I'entier m. Autrement dit, il existe un entier r # 0 tel que m = gr. Alors n = mp = grp.
Comme q > p, il s'ensuit grp > rp?. On a supposé que m < p, c’est-a-dire n/p < p, ou
encore 1 < p?. Ce qui implique rp? > rn.

Récapitulons : n = grp > rp? > rn. En divisant par n dans les inégalités, on obtient 1 > r,
ce qui est impossible car r € N*. Nous avons obtenu une contradiction, ce qui permet
d’affirmer que I'hypothese "g € &2 tel que g > p" est fausse. Donc tout diviseur premier
de n est inéfrieur ou égal a p, ce qui prouve que p = P*(n).

Montrons alors que n € A(x) : nous avons supposé que p < %, ce qui s’écrit aussi n =
pm < x. Cette inégalité justifie que n € [0, x]. De plus, comme m < p,onan=mp < pz.
La fonction x — /x est strictement croissante sur [0, +oo|, ce qui permet d’écrire /n <
\/? = p.Mais p = P*(n), donc P*(n) > /n, c'est-a-dire n € A. Puisque n € [0, x] et n € A,
onane An|[0,x] = A(x). Nous venons en tout de démontrer que

X
sim<p<—,alors p=P*(n)etne Ax).
m

Nous pouvons donc en conclure I'équivalence suivante :

(p=P*(metneAlx) < m<p<

X
ol

B.IV.2.b Soient p,p'e Zetm,m'eN"telsquem<p < etm'<p' <.

"=": On suppose tout d’abord que mp = m'p’. Vérifions que p = p'. Pour cela, on raisonne
par I'absurde en supposant p # p’ et en prenant par exemple p < p’. Légalité mp = m'p’
permet de dire que p divise m'p’. p et p’ sont premiers entre eux car ils appartiennent
a Z. En appliquant le théoreme de Gauss, on peut affirmer que p divise m’'. Ce qui im-

plique I'inégalité p < m’, et ceci contredit 'inégalité de départ m’ < p.

En obtenant une contradiction, nous pouvons affirmer que I'hypoyheése "p # p'" est
fausse. Par principe du raisonnement par ’absurde, on a donc p = p’. Mais alors I'égalité
mp = m'p’ s'écrit mp = m'p, soit, en divisant par p non nul, m = m’. Nous venons de
montrer que

simp=m'p, alors (p=p' et m=m').

"<": Laréciproque est claire. Supposons p = p’ et m=m’'. Comme p = p’,ona mp = mp'.
Et comme m = m/, cette égalité devient mp = m'p’.
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B.IV.2.c

B.IvV.2.d

Nous avons bien montré I’équivalence

mp=m'p’ o (p=p'etm=m')|.

Considérons I'ensemble B = {(m,p) eN* x Z | m< p < -} et considérons I'application

v B — A(x)
(m,p) — mp.

Il s’agit de démontrer que '’application ¥ est bijective.

D’apres la question précédente, on a 'équivalence mp = m'p’ & (p = p’ et m = m’). On en
tire que, si w(m, p) =y (m’, p'), alors (m, p) = (m', p'), ce qui signifie que v est injective.

Soit maintenant un entier n de A(x). Par définition de A(x), n appartient a A, ce qui signifie
que n > 2 et P*(n) > /n. P*(n) est le plus grand facteur premier apparaissant dans la dé-
composition en facteurs premiers de n, il existe donc un nombre p € & tel que p = P*(n).
Comme p divise n, il existe un entier m > 1 tel que n = mp. Donc, p = P*(n) et n € A(x),
ce qui est équivalent, d’apres la question B.IV.2.a, a la double-inégalité m < p < x/m. Nous
venons de montrer que, pour tout entier n de A(x), il existe (m, p) € B tel que n = y(m, p).
Lapplication v est ainsi surjective.

Comme I'application v est a la fois injective et surjective, elle réalise une bijection de B dans
A(x). Autrement dit,

les entiers de la forme mp avec p € &, m e N* et vérifiant m < p < — décrivent

3 =

de maniére biunivoque I'’ensemble A(x).

Soit x un réel supérieur ou égal a 2 et posons a(x) = $A(x) le cardinal de A(x). S’il existe une
bijection entre deux ensembles finis, alors ces ensembles ont méme cardinal. Nous venons
de montrer qu'’il existe une bijection ¥ entre B et A(x). Donc

a(x):uA(x):ﬁB:ﬂ{(m,p)eN*x<@|m<p<%}.

On se donne un nombre premier p dans & et on pose B, = {m e N* | m < p < x/m}. Ainsi, il
y a autant d’entiers m tels que (m, p) € B que d’entiers m € B, ce qui permet d’écrire

tB= ) iB,.

pe?

Montrons que p doit étre un nombre premier inférieur ou égal a x. On raisonne par 'absurde
en supposant que p > x. Si m € N* vérifie la double-inégalité m < p < x/m, alors x < p <
x/m, soit en multipliant par m/x >0, m < pm/x < 1, d’'ot on tire m < 1. Ceci est absurde,
car m € N*. En obtenant cette contradiction, nous pouvons dire que '’hypothese "p > x" est
fausse et affirmer que pe & et p < x.

Ainsi,

iB= Y tBy.

p<x
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De plus, sipe P et me By, alors m vérifie la double-inégalité m < p < x/m, c’est-a-dire
(m < petp < x/m), ou encore (m < petm < x/p). Comme [x/p] est le plus grand entier
inférieur ou égal a x/ p et m —1 le plus grand entier inférieur ou égal a p, il s’ensuit que

f)_

p

tth:min(p—l, %D,d’ou B = Zmin(p—l,

p<x

Comme a(x) = §B, nous avons ainsi montré que

ax)= >y min(p—l, [%])

p<x

B.IV.3 Soit x > 1 un réel.

B.IV.3.a Soit p un nombre premier.

"=": Supposons tout d’abord qu’on a I'inégalité p — 1 < [x/p]. Par définition, [x/p] est
I'unique élément de Z tel que [x/p] < x/p. Par transitivité des relations d’ordre, on a
p—-1 < x/p. Comme p > 2, on peut multiplier chaque membre par p pour obtenir
p(p—-1) < x, ou encore p? — p— x < 0. Considérons le trinéme P défini pour tout réel
ypar P(y) = y2 —y—x. Le discriminant A de ce trindme est A = (-1)2-4x1(-x)=1+4x.
Nous savons que x > 1, d'ou 4x > 4 et par suite 4x + 1 > 5. Ainsi A > 0, ce qui implique
que le trindbme P admet deux racines réelles données par

—(-D+v1+4x B 1+v1+4x

no= 2x1 - 2
—(-1)=vVI1+4x 1-vI+4x
y2 = 2x 1 T

Par propriété, P est du signe opposé au signe du coefficient de y? entre ses deux racines
y1 et y». Comme 1 > 0, on en déduit que si P(y) <0, alors y» < y < y1.

Observons que 4x+1 > 5 implique v4x + 1 > /5, car la fonction x — /X est strictement
croissante sur [0, +oo[. D'otl —v4x+1 < —v5et1—v4x+1<1-+/5, ou encore

1-v4x+1 1-+v5
2 < 2\/_<Ocar\/§>1.

On en tire y, < 0. Linégalité p? — p — x < 0 se traduit alors par P(p) < 0, ce qui implique
que y» < p < y1. En posant y; = ¢(x), on obtient finalement que

sip—1< |—|,alors p < p(x).

"<": Réciproquement, supposons qu'on a I'inégalité p < ¢(x). On a alors successivement

< 1+v1+4x

p< : <1+v1+4x = 2p-1<vV1+4x.

p étant un nombre premler onap>2,s0it2p>4,dou2p—-1=>3:2p—1esttoujours
positif. La fonction x — x2 est strictement croissante sur [0,+00[.S10<2p—-1< V1 +4x,
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B.IV3.b

B.IV.3.c

alors 2p — 2 <V +4x2 = |1+4x]|. Mais 1 +4x > 5, donc |1 +4x| = 1+ 4x. Linégalité
devient

Cp-12<1+4x = 4p°—4p+1<1+4x = 4p*—4p<4x
2 p=2 X
= p°"-p<x = pp-H<x = p—1<;.
[x/p] est 'unique élément de Z vérifiant x/p < [x/p] + 1. Par transitivité des relations
d’ordre, il vient p — 1 < [x/p] + 1, soit p —2 < [x/ p], ou encore p — 1 < [x/p]. Nous avons
ainsi montré que

sip<@x),alorsp—1<

p
L'équivalence suivante est ainsi démontrée :
X
p-1< > < psol)

Soit x > 1unréel. On a

car—>0

1+\/1+4x_1+\/1+4x>\/1+4x( 1 )
2 2 2 2 '

@(x) =

De plus, 1 >0 implique 1 +4x > 4x > 4 (car x > 1). La fonction x — /x est strictement crois-
sante sur [0, +oo[, donc V1 +4x > v4x = 2y/x, ouencore v1+4x/2 > 2/x/2 = y/x. On a ainsi,
par transitivité des relations d’ordre, I'inégalité v/x < ¢(x).

Vérifions a présent I'inégalité ¢ (x) < /x+1. Cette inégalité est équivalente a (1+v/1+4x)/2 <
v/x+ 1 et, successivement, par stricte croissance de la fonction x — x2 sur [0, +o0],

1+V1+4x<2Vx+2 © Vi+dx<2yx+le|1+4x|=1+4x<(2vx+1)
o 1+4x<4x|+4Vx+1 e 0<4Vx.

Cette derniere inégalité est vraie pour tout réel x > 1. En reprenant ces équivalences depuis
la derniere inégalité, on arrive au résultat demandé : ¢(x) < v/x + 1.

Nous avons ainsi vérifié la double-inégalité

V<o) <vVx+1|.

On nous propose d’examiner le cas ol il existe un nombre premier dans I'intervalle | /X, ¢ (x)]
etle cas ot il n’en existe pas. Soit x un réel supérieur ou égal a 2 (car A(x) est défini pour tout
réel x > 2). Nous avons prouvé, dans la question B.IV.2.d, que

ax)= >y min(p—l, [fl),
p<x p

ce qu’'on peut décomposer sous la forme

o) 2 mnlpa5])

ax)= ) min(p—l,[—
p<vx p VX<p<x
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D’apres la question précédente, on a I'inégalité /x < ¢(x). Si p < /X et v/x < ¢(x), par tran-
sitivité des relations d’ordre, on a p < ¢(x), ce qui implique p < @(x). Cette inégalité est équi-
valente a p—1 < [x/p] (résultat de la question B.IV.3.a). Ce qui permet de dire que si p < v/x,

alors
X
f)- £
p p<vVx

p

min (p -1,

):p—l et ) min(p—l,
p<Vx

) x

Evaluons alors la somme )| min(p—l, =
Vx<p<x

) en distinguant les deux cas proposés.

Remarquons que

e I

Vx<p<x VI<p<p(x) p

2l )

Ppx)<p<x

Premier cas: On suppose qu'il n’existe pas de nombre premier dans l'intervalle |/, p(x)].
Dans ce cas, la premiere somme du membre de gauche est vide car elle ne contient au-
cun terme, de sorte que

Z min(p—l,[%]): Z min(p—l,

Vx<p<x PxX)<p<x

X

p)'

L'équivalence montrée dans la question B.IV.3.a permet d’affirmer que si ¢(x) < p, alors
[x/p] < p—1, ce qui implique que si ¢(x) < p, alors min (p — 1, [x/ p]) = [x/ p]. Ainsi,

S I

Ppx)<p<x PX)<p<x

X

p

X
p

)

ou mieux encore, ce que I'on veut (la seconde somme débute a v/x au lieu de ¢(x), mais
cela ne change rien puisqu’il n'y a par hypothése aucune nombre premier p dans l'inter-

valle |vx, ¢(x)]) :

X

1k

i) 2

Vx<p<x Vx<p<x

Deuxiéme cas: On suppose qu'il existe un nombre premier dans l'intervalle | /X, ¢(x)], que
nous allons noter py. Celui-ci est unique, puisque v/x < ¢@(x) < y/x+1 d’apres la question
précédente : il y a au plus un seul entier entre \/x et v/x + 1. On peut alors écrire :

Z min(p—l, )

Vx<p<o(x)
D’apres la question B.IV.3.a, si pg < ¢(x), alors pg — 1 < [x/pol, donc si pg < ¢(x), alors
min (po — 1, [x/ pol) = po — 1. Ainsi,

Y min(p—l,[%”:po—l.

Vx<p<op(x)

x) min(p 1 [x
21 = o—1,|=
p po

Vérifions a présent que po — 1 = [x/pol. On sait que po > /X, donc py? > X = |x| = x
(par stricte croissance de la fonction x — x? sur [0, +oo[). D’ot1 py > x/ pg car pg # 0, ou
encore po—1 > x/pg — 1. De plus, pg — 1 < [x/po] et [x/po] est 'unique élément de Z
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vérifiant [x/ pg] < x/ po. Par transitivité des relations d’ordre, on a pg —1 < x/py, ce qui
établit que po—1 est un élément de Z vérifiant x/po—1 < po—1 < x/ py. Par définition de
la partie entiere d'un réel, on a pg — 1 = [x/ py]. Il vient alors que

£ molp-of2]me[]

VE<p<pW) Po
De plus, on sait déja que

X X

1k

Y min(p— 1,

px)<p<x

p ) px)<p<x

Finalement, en reportant les résultat trouvés ci-dessus dans I’égalité précédant les deux
cas, on obtient

) X X x X
Y mln(p—l,[—]): — |+ == > |=
VI<pLX p Po @(x)<p<x p VI<p<x p
On trouve exactement le méme résultat que dans le premier cas.
Faisons un bilan des résultats : On a
ax)= ) min(p— 1, [f )+ > min(p— 1, [f]),
p<VX p VI<p<x p
Y min(p—l,[f ): Y (p-1 et
p<Vx p pP<VX
Y min(p—l, f): Y ad
Vx<p<x P Vx<p<x P
Nous pouvons en conclure la relation demandée :
X
ax)= Y (p-D+ > |=
p<Vx Va<p<x LP

B.IV.3.d Soit x un réel supérieur ou égal a 2. On peut écrire
0< ) (p-D< ) Vx=vx ) L
p<Vx p<Vx p<VX

Il y a donc autant de termes 1 dans la derniére somme qu’il y a de nombres premiers infé-
rieurs ou égaux a v/x. Le nombre de nombres premiers compris dans l'intervalle [0, [\/}]] se
note 7([v/x]) (d’apres I'éconcé). Donc

0< Y (p-D<vaxn([va]).
p<Vx

Nous avons démontré, dans la question A.I1.3 que pour tout entier n > 3,on a:

nm<e n
TS In(n)
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B.IV.3.e

En particulier, pour x suffisamment grand (c’est-a-dire au moins supérieur ou égal a 3), et en

posant n = [y/x|,ona
[Vx]

In([vx])

De plus, [v/X] est 'unique élément de Z vérifiant [v/x] < vx < [vx] + 1, soit vx -1 < [V/x],
d’ouln(y/x—1) <In([v/x]) par stricte croissance de la fonction x — In(x) sur |0, +ool. Et, par
stricte décroissance de la fonction x — 1/x sur ]0, +oo[, on a

1 v el e[va] _ e[va
In(vx-1) " In([vx]) In(vx-1) " In([vx])

Mais [y/x] < v/x implique, puisque e/In(y/x—1) >0,

V] _ evE
In(vx-1)  In(yvx)

o<x([vx])<e

Comme 0 < 77(v/x) < %

, par transitivité des relations d’ordre, il vient

VA< s S V(A < s

Puisque 0< ) (p—1) < vVxn([Vx]), par transitivité des relations d’ordre, on a
VX

pe— _so<l Y o<
i In(vx) x50 In(Va)

Observons que lim (

) = 0. En appliquant le théoréme des gendarmes a la derniére
X—00

In ()

double-inégalité, on obtient

lim (i Y (pl))O.

X—00
p<Vx

Cette limite signifie que

Y (p-D=0)|.
p<vVx

[x/p] est'unique élément de Z vérifiant

X 1x0 1 1 1
<
p p x X

Observons que
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De plus, Z 1:21+ Z 1
Vx<p<x pP<X  p<yx
Iy a autant de termes 1 dans la somme }_ , 1 qu’il y a de nombres premiers compris dans

I'intervalle [0, x]. Ce nombre se note 7([x]) (d’apres I'énoncé), car p < x = p < [x] (p est un
nombre entier). De la méme facon, ¥, 1= 7([v/x]). Ainsi,

N (Y1}

X VX<p<x X

1
Calculons alors 11m Y =

®\va<p<a P
Observons que /[x] < p < v/x implique [x] < p? < x par stricte croissance de la fonction
x — x* sur [0, +oo[. Mais aucun entier nappartlent a l'intervalle |[x], x| car [x] est le plus
grand entier vérifiant [x] < x. Par conséquent, on a 'implication

1 1 1 1 1
Vi<p<yx P Vicp<x P ViipeyiP  VicpesP yEepex P
Pour la méme raison que [x] est le plus grand entier vérifiant [x] < x,onaque p< x & p <
[x], et la derniere égalité devient alors
Y o= ¥ == ¥
Vicp<a P v<p<x P ViE<p<ia P

1
Nous avons montré, a la question B.IV.1, que hm Z — | =In(2).
e vn<p<n p
De la méme maniere maniere, en posant n = [x], nous pouvons écrire que
) 1 . 1
lim Y  =|=In@ < lim Y. —|=In@.

X—00 X—00

Vid<p<ix P Ji<p<x P
Remarque : On ne peut pas directement appliquer I'égalité de la question B.IV.1 en posant
n = x car x n'est pas nécessairement un entier. D’ou le travail qui vient d’étre fait. ..

En réutilisant I'inégalité de la question A.I1.3 (rappelée en B.IV.3.d, page 61) et en posant n =
[x], on obtient :

X
< < <
n(lx]) < e () e () car [x] < x

= (1) <2 carl>0
X \ln([x]) X
a)-n(lvE) _ e
X \ln([x])

La derniere équivalence s’explique par le fait que

0 < n(ixl) - ([ v/x]) < n{in]) = 0 < T =AUVE])  7(ix])

S
X X
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Comme lim ( ) = 0, en appliquant le théoreme des gendarmes dans cette double-
x—oc0\In ([x])
inégalité, on peut dire que
1 n(lx]) -7 X
lim ) == lim( (x1) ~ 7 ([vx]) =0.
X—00 X X—o© X
Vx<p<x
En passant a la limite dans I'égalité (#,), les deux calculs de limite précédents donnent :
. 1 1
lim Z (— - —) =1n(2) + 0 =In(2).
X—00 X
VX<p<x
En passant a la limite dans I'égalité (#;), on a alors
1 1 1 1
lim Z (———)glim Z -2 < lim —
x—>ooﬁ<p<x p X x—»ooﬁ<p<xx p x—»ooﬁ<p<xp
1
= In@<lim Y —iqgmm
X—00 X
Vx<p<x
. 1]x . 1[x
< lim Z —|—=[]=n@2) < Ilim Z —[—] -In(2)| =0
oo\ repex T LP o | Vit Lp
psx x<p<x
1 1
o = ) f] -In@=01) & = > |=|=In@+o).
Y x<p<x P Y yx<p<x P
En conclusion, on a bien la relation
Y |=|=xn@) +o0x)|.
VX<p<x
B.IV3.f Ona:
B.IV.3.d
a(x) "1E Y (p-D+ ) I P2 o+ (xIn(2) + 0(x)).
p<vVx Va<p<x LP

D’ou I'égalité

la(x) = xIn(2) + o(x) |

(x)

Par conséquent, @ =In2) +o(1) = J}HIC}O(“T) = lim (In(2) + o(1)) =In(2).

On en déduit que

a(n
la suite (L) converge et sa limite vaut In(2) |.
n n

On dit alors que A possede une densité et que cette densité est bien égale a In(2) = 0,69. Ce
résultat signifie "moralement" qu’il y a une proportion de In(2) d’entiers dans N (soit environ
69%) qui possedent de grands facteurs premiers.
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MY 7Lyl . "N VPal * 3

Vérification" a 'aide du logiciel Maple
On présente, dans cette section a part, comment utiliser le logiciel Maple afin de "vérifier" ce résultat.
Le but sera de calculer a(n) pour de grandes valeurs de n, et vérifier que le quotient a(n)/n est effecti-
vement proche de la valeur In(2).

Fonctions préliminaires

Il nous faut tout d’abord saisir deux fonctions qui nous serviront a calculer plus facilement a(n) :
premier_diviseur et decomposition données ci-dessous :

1: > premier_diviseur := proc(N) # N est supposé >= 2

2 local p;

3: p = 2;

4. while irem(N, p)>0 do p:=p+l; od;

5: # "irem" renvoie le reste de le division euclidienne de N par p
6 RETURN (p) ;

7 end;

Expliquons le fonctionnement de cette fonction (appelée "procédure” en langage Maple) :

Ligne 1: On va définir "premier_diviseur" comme étant une fonction prenant en entier
N comme argument.

Ligne 2: Une variable p sera localement utilisée dans la fonction (équivalent de la variable
i dans une somme, par exemple), nous la déclarons.

Ligne 3: Nous initialisons la valeur de p a 2.

Ligne4: C’est une boucle signifiant "tant que le reste de la division euclidienne de N par
P est strictement supérieur a 0, faire: p:= p + 1.

Ligne5: C’est un commentaire.

Ligne 6: On retourne la valeur de p. Ceci signifie que si, par exemple, N = 10 (donc p = 2),
alors premier_diviseur (10) renverra le nombre 2.

Ligne 7: Marque la fin de la fonction premier_diviseur.

Cette fonction a donc pour but de déterminer le premier diviseur d'un nombre. Exemples :

premier_diviseur(2) =2 ; premier_diviseur(3) =3 ; premier_diviseur(4) =2 ;
premier_diviseur(5) =5 ; premier_diviseur(6) =2 ; premier_diviseur(7) =7 ;
premier_diviseur(8) =2 ; premier_diviseur(9) =3 ; premier_diviseur(10) =2.

Cette fonction nous sera particulierement utile pour la décomposition d’'un entier supérieur ou égal a
deux en produit de facteurs premiers. C’est la fonction suivante qui s’en charge :
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1: > decomposition := proc(N) # N est supposé >= 2

2 local n, p, e, q, £f;

3 n := N; £ := NULL;

4: while n>1 do

5: p := premier_diviseur(n);

6: e := 0;

7 while irem(n, p, ’q’)=0 do n := q; e := e+l od;

8 # la fonction "irem" place le quotient de la div. euclidienne dans "q"
9: f := £, p~{e};

10: od;

11: RETURN([£f]); # On renvoie la décomposition sous forme de liste

12: end;

Expliquons a présent le fonctionnement de cette fonction légerement plus complexe :

Ligne1l: On appelle decomposition la fonction que nous allons créer, prenant un entier N comme
argument.

Ligne2: Onindique a Maple quels sont les variables que nous allons utiliser a 'intérieur de cette fonc-
tion.

Ligne 3: Oninitialise na N, et f a NULL (f sera donc une liste pour I'instant vide).

Ligne4: "Tant que n > 1, faire les lignes 5 a 9 incluse" (la valeur de n diminuera, assurant 'arrét de la
boucle)

Ligne5: Onpose p:=premier_diviseur(n).!

Ligne6: Onpose e:=0.?2

Ligne 7: "Tant que la division euclidienne de n par p vaut 0 (autrement dit, tant que p divise n), faire :
q := quotient de cette division euclidienne (c’estle irem(n,p, ’q’) quifaitca), n:=gete:=e+1.

Ligne 8: C’est un commentaire.

Ligne9: Onfait f = f, p*{e} (on augment la liste f avec I'élément p{e}).

Ligne 10: Fin de la premiere boucle.

Ligne 11: On renvoie la décomposition sous forme de liste.

Ligne 12: Marque la fin de la fonction decompose.

Cette fonction effectue de maniére classique la décomposition d’'un entier en produit de facteurs pre-
miers. En effet, comment faisons-nous pour trouver une telle décomposition de 82 ?
— Nous cherchons d’abord le premier diviseur de 72 : c’est 2.

— Nous divisons 72 par ce diviseur 2 : on trouve 36.

— Nous cherchons ensuite le premier diviseur de 36 : c’est encore 2.

— Nous divisons 36 par ce diviseur 2 : on trouve 18.

— Nous cherchons alors le premier diviseur de 18 : c’est toujours 2.

— Nous divisons 18 par ce diviseur 2 : on trouve 9.

— Nous cherchons enfin le premier diviseur de 9 : c’est 3.

— Nous divisons 9 par ce diviseur 3 : on trouve 3.

— Le nombre 3 est premier, on s’arréte donc, et on trouve :

72 =23 x 32,

1 : On cherche le premier diviseur du nombre 7 afin de pouvoir faire la division euclidienne de 7 par ce nombre.
2 : e correspondra a I'exposant de p.
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Donnons quelques exemples de ce que renvoie la fonction decompose :

decomposition(10) = [2{1},5{1}] ; decomposition(20) = [2{2},5{1}]
decomposition(36) = [2{2},3{2}] ; decomposition(180) = [2{2},3{2},5{”].

Avant d’en arriver a la saisie de la fonction a, notons que pour accéder a des éléments d'une liste en
Maple, c’est la fonction op qu'il faille utiliser. Par exemple, dans la liste L1 := [a, b, ¢, d, e], pour accéder a
I'élément d, on tape op(4,L1) ;.

Pour extraire P* (n) de la décomposition de 7, il nous faut donc d’abord connaitre le nombre d’éléments
de la liste issue de decompose (n). En Maple, ce nombre est accessible par la commande nops, qui ren-
voie le nombre d’éléménts d'une liste. Donc, sil’on saisit par exemple op (nops (decomposition(180),
decomposition(180)) ;, Maple nous renverra le troisiéme élément de la liste decomposition(180),
soit 5!, Posons L2 ce nombre. Il reste a faire op(1,L2); afin d’extraire 5, c’est-a-dire P*(180).

Saisie de la fonction a

On saisit maintenant la fonction a prenant comme argument un nombre N et qui renverra le nombre
a(N) :

a := proc (N) # N est supposé >= 2
local k, de, p, s, c;

c := 0;
for k from 2 to n do
de := decomposition(k);
p := op(l, op(nops(de), de));
s := sqrt(k);
if evalf(s)<evalf(p) then c := c+l; end if;
end do;
RETURN(c) ;
end;

Le principe de cette fonction est de calculer a(N). Pour tout entier k compris entre 2 et N, on calcule
P* (k) noté p (selon la méthode décrite en fin de paragraphe précédent) et vk noté s. On les compare,
et §'il vérifie la condition P* (k) > V'k, alors on ajoute une unité & une compteur local initialisé a 0. La
valeur final du compteur donnera donc la valeur recherchée : a(N).

11 suffit alors de choisir un nombre 7, de saisir evalf (a(n) /n) ; et d’attendre que le résultat s’affiche (¢ca
peut étre tres long pour de grandes valeurs de n...) On trouvera en particulier :
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a(10000)/10000 = 73,190%

a(30000)/30000 = 73,326%

a(50000) /50000 = 73,356%

a(70000)/70000 = 73,374%

a(90000)/90000 = 73,311%
a(110000)/110000 = 73,322%
a(130000)/130000 = 73,348%
a(150000)/150000 = 73,353%
a(170000)/170000 = 73,356%
a(190000)/190000 = 69,499%
a(210000)/210000 = 69,855%
a(230000)/230000 = 70,133%
a(250000)/250000 = 70,375%
a(270000)/270000 = 70,578%
a(290000)/290000 = 68,329%
a(310000)/310000 = 68,657%
a(330000)/330000 = 68,945%
a(350000)/350000 = 69,200%
a(370000)/370000 = 69,422%
a(390000)/390000 = 69,612%
a(410000)/410000 = 69, 786%
a(430000)/430000 = 69,939%
a(450000)/450000 = 70,730%
a(470000)/470000 = 70,198%
a(490000)/490000 = 70,311%
a(510000)/510000 = 70,421%
a(530000)/530000 = 70,524%
a(550000)/550000 = 70,617%
a(570000)/570000 = 70,402%
a(590000)/590000 = 70,784%
a(610000)/610000 = 70,856%
a(630000)/630000 = 70,929%
a(650000)/650000 = 70,998%
a(670000)/670000 = 71,063%
a(690000)/690000 = 71,122%
a(710000)/710000 = 71,177%
a(730000)/730000 = 71,231%
a(750000)/750000 = 71,278%
a(770000)/770000 = 71,325%
a(790000)/790000 = 71,367%

a(20000)/20000 = 73,205%

a(40000)/40000 = 73,333%

a(60000)/60000 = 73,362%

a(80000)/80000 = 73,353%

a(100000)/100000 = 73,322%
a(120000)/120000 = 73,338%
a(140000)/140000 = 73,352%
a(160000)/160000 = 73,355%
a(180000)/180000 = 69,279%
a(200000)/200000 = 69, 686%
a(220000)/220000 = 70,000%
a(240000)/240000 = 70,263%
a(260000)/260000 = 70,481%
a(280000)/280000 = 68,149%
a(300000)/300000 = 68,497%
a(320000)/320000 =~ 68,806%
a(340000)/340000 = 69,076%
a(360000)/360000 = 69,313%
a(380000)/380000 =~ 69,520%
a(400000)/400000 = 69,698%
a(420000)/420000 = 69,863 %
a(440000)/440000 = 70,007 %
a(460000)/460000 = 70, 138%
a(480000)/480000 = 70,256%
a(500000)/500000 =~ 70, 366%
a(520000)/520000 = 70,472%
a(540000)/540000 = 70,572%
a(560000)/560000 = 70,662%
a(580000)/580000 = 70,707%
a(600000)/600000 = 70,821%
a(620000)/620000 = 70,893%
a(640000)/640000 = 70,963 %
a(660000)/660000 =~ 71,032%
a(680000)/680000 = 71,096%
a(700000)/700000 = 70,151%
a(720000)/720000 = 71,204%
a(740000)/740000 = 70, 256%
a(760000)/760000 = 71,303%
a(780000)/780000 =~ 71,347%
a(800000)/800000 = 71, 386%



CAPES externe 2008 : Deuxieme composition

69

a(810000)/810000 = 71,406%
a(830000)/830000 = 71,447%
a(850000)/850000 = 71,486%
a(870000)/870000 = 71,522%
a(890000)/890000 = 71,559%
a(910000)/910000 = 71,592%
a(930000)/930000 = 71,623%
a(950000)/950000 = 71,565%
a(970000)/970000 = 71,686%
a(990000)/990000 = 71,714%

a(820000)/820000 = 71,428%
a(840000)/840000 = 71,467%
a(860000)/860000 = 71,504%
a(880000)/880000 = 71,541%
a(900000)/900000 = 71,576%
a(920000)/920000 = 71,608%
a(940000)/940000 = 71,641%
a(960000)/960000 =~ 71,671%
a(980000)/980000 = 71,700%

M

)

a(1000000)/1000000 = 71,727%.

Rappelons que le pourcentage correspondant a In(2) est environ égal a 69,315%.



