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1 Convergence de la suités,)

1.1 Premiere méthode

a) Soitk > 2 un entier. Alors

1 _1_k—(k—1)_ 1 1
k—1 k kk—1)  k(k—1) k2—k
1 1
> 2 < 2. ' . 2_ , A di
Ork > 2= kc—k < k. En passant a I'inverse, nousavonsblenﬁyg—k k2,ces.tadlre
1 1 1
i
k2 “k—1 Kk

b) D’aprés ce calcul, nous pouvons dire que pour tout enteN*,

PTNR I SRR S S
== k;kz S k;k—l K

< 1+ (=D (ol
= 2 2 3 n—1 n
1 1

< 1+1--=2-=Z.
n n

La suite(sn)@1 est donc majorée, puisqege< 2 pour toutn > 1.

c) Pour montrer que cette suite converge, il suffit encoreéeathtrer qu’elle est monotone. Pour tout
n>1ona
n+1 1 n 1 1
SH1=N= ) 5~ ) =320
kZl k2 kgl k> (n+1)?

Par suite, la suités,),, est croissante. Etant de plus majoree, elle est convergéntmajorant de
sa limite est alors 2, puisquss < 2 pour toutn > 1.

1.2 Deuxieme méthode

a) Nous avons trois propriétés a démontrer :
¢ On a déja démontré plus haut que la s(gg,., est croissante.
o Montrons que la suiten)n>1 est décroissante. Pour taut 1, on a

1 1 1 1

thq —tg = - s—= - = <
M = S T TS T LT Y12 n(n—1)  n(n+1)?

On en déduit donc le résultat recherché.
o Montrons enfin que leur différence tend vers 0. Pour toxtl, on a

AR S
nmS=Sto—s=-.

Le résultat est immédiat.
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Les suitegsn),,~1 €t (tn),>1 SONt donc adjacentes.

b) Il s’agit de trouven € N tel quet, — s, < 1071, Or

1
th—s <101 < ﬁglo‘l

< n>10.

Il suffit alors de calcules; g ettig pour avoir 'encadrement recherché :

|’F1 T Fer FEv |_ T FE FE

- E AlgebralCale Dther*TF'r*gm I IIITI: lean Upﬁ
E: 1

u — |+ =l Oore
k=1[k2]
E: 1 1

u —[+—=*Lin) Doe
k=1 [ k 2 ] ]

= =100 1.54977

A 10} 1.54977

t{10>

FROG RAD AUTO FUME 5730

1.3 Troisieme méthode

Soit f la fonction définie par

f:R* —

Le graphique ci-dessous est donné :

oI

Comme le montre la capture d’écran de
calculatrice ci-contre, on a bien

1,54977< S< 1,64977

1. Quelle est I'aire de la surface rouge ?

2. Quelle est I'aire sous la courbe entre les abscissea 2 én la notesZ (n).

3. En déduire que la suitgn),., de terme général

01
Sh= 5
2K
est majorée.

4. Montrer que cette suite est croissante.
5. En déduire qu’elle converge.
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Solution :
LA
1. L'aire de la surface rouge vaut ;ﬁ
=

n 1 1
2. xz/(n):/l Sd=1-—

3. On en déduit que pour tout n>1,

21 1 21 1
S<1l-—- < 14+ 5<1+1-—- &
& K n & K n

et par suite, notre suite est bien majorée, par 2.

4. Pourtoutn>1 on S1—S= ﬁ > 0, donc cette suite est strictement croissante.

5. Toute suite croissante et majorée converge, donc notre suite (Sn)n>1 est bien convergente.

2 Utilisation de polynbmes

1. P sécritP(X) = ag+ agX + @pX?+--- +apX" = an(X — a1) - - - (X — an). En identifiant les coeffi-
cients des polynémes, en particulier le coefficienkdel, on trouve

A an-1
an(—01—0O2—--—0Op)=an-1 & Zlai ="
i=

qui est la formule recherchée.

2. (a) Pour démontrer cette égalité, nous avons besoin dejogition c-dessous, que nous allons
démontrer :

Proposition : Pour tout entier naturel n et tout réel x, on a

sin(nx) = Om((cosx+isinx)").

démonstration: En effet,

Om((cosx+isinx)") = Om((e*)")
= Om(e€™) parlaformule de Moivre
= Om(cognx)+isin(nx)) = sin(nx).

Puisquep € N et ¢ € R, nous allons appliquer ce résultaka ¢ etn = p, nous permettant
d’utiliser la formule du binbme de Newton pour avancer :

sin((2p+1)¢) = Om((cosp +ising)?P+)

B L 2p+ 1N il |
— Dm[j;( j >| sin(¢) cos (¢)
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Or pour tout valeur paire dig le termei! est réel. Par conséquent, la partie imaginaire que I'on
recherche s’obtient en ne considérant que les valeujsrdpaires :

2p+1

sin((2p+1)¢) = Om Z (Zp;L1>ijsinj(¢)co§p+1‘j(¢)
jJi;p?a'ir
_ 2p+1\ ki) o 2prlo (2Kt - 2k+1
2k+1€|(2k+1)5|gne(l cos () sir™(¢)

= 30k (Gl ) o @y siie)

oul ={1,3)5,...,2p+1}. Nous avons utilisé le changement de varialjles2k + 1 apres le
second symbole d’égalité. Le résultat est ainsi démontré.

(b) Toujours pourtouse Net¢p e R,ona:
sin((2p+1)9) = 3 (-1 @EID co2P () sirPT1-2pt2K ()
K=0
p
= > (1)K @Eii) coP~(¢) —sianlzk((p) SirZP1()

k=0

I R PURg. k(2p+1 i
= sirtPt (¢)k;(—1) <2k+1) cotartP~%(¢)

o Dk (2p+1 p—k
- i) 5 (<2 (e ) (comrf(9)”

3. (a) Soitke {1,...,p}. Alors d’aprés ce qui précede, on a

P(w) = ki(—l)k @Eii) (cotar? (%)) o

krt

_ Si”<(2p+1> 2p+1> _ sinkm

krmt krmt
i 2p+1 i2p+l
Sir? (2p+ 1) Sin? <2p+ 1)

(b) Soitk € {1,..., p}. Alors nous avons la succession d’implications suivantes :

1<k<p & nm<kmgpn

T k7t prt
< < 1>0
2011 2pr1 S2pr1 A PHL1>0)
krt prt
0 < .
= P 2p11S2pt1
Or
2p+1 p 1

P<=%~ 7 2p71°2
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4.

donc on a finalement que

krt m
<k« —.
1<k<p = 0<2p+1<2

De plus, pour touk € {1,...,p—1},
krt (k+1)m

k<k+1l =

2p+1 < 2p+1’
ce qui suffit a affirmer que toutes les racingsle P (d’aprés la question) sont distinctes.

(c) Aidons nous de la question 1 pour déduire que la prema@rere recherchée est égale a I'op-
posé du quotient du coefficient &1 par celui dexP :

4 cota"?( « ) B _(_1)1(2p;1) ~ (2p+1)! 1
k; 2p+1) (_1)0(2p1+1) - 31(2p+1-3)!'2p+1
2p)! _ (2p-1)(2p) _ p(2p—-1)
31(2p—2)! 2-3 3
Nous pouvons alors poursuivre nos calculs :
krt
p COS (—> b
Zcotan"- =5 2p+1) _ > 1 1
2p+1 = krt - : krt
Klgi? ( —— ) K1\ sir?
2p+1 2p+1
| < 1 _ p(2p—1)
. krt 3
K=1
sm2<2p+1)
PR 1 _P@p-1) o p@2p+2) _ 2p(p+1)
krt 3 3 3
k=1 sir?
2p+1

(a) Pour cette question, on définit $0rZ| les fonctionsf etg respectivement pair(¢) = sing et
g(¢) =tang = g(')“s‘g De plus, on a pour tou < [0, Z[, f(0) = g(0) = 0, ainsi que

P(¢)=cosp) et  d(¢)= C°§(¢iﬁs§¢5‘”2<"’> _ 1—C20s8i2r2<¢>7

ce qui nous permet d’affirmer que ces courbes admettent laenteimgente au point d’abscisse
nulle, de fonction affine associée égale®(@) = ¢.

On sait que les courbes représentatived ag g sont respectivement concave et convexe sur
lintervalle ]0, 5[, ce qui implique que la tangente déterminée ci-dessousseetren-dessous
de la courbe représentaget au-dessus de celle qui représeht&n d’autre termes, pour tout
réel¢ €]0, 7],

0<sing < ¢ <tang.

La premiére inégalité provient du fait quegdsic]0, 7|, alors sinp €]0, 1[.



CAPES 2007: Premiere composition 7

(b) Soientp >1etke {1,...,p}. Alors (en utilisant les résultats de la question 3.c),

1 1 1 1
O<sing <¢ <tanp < 0< cota <—<—<:)O<cotar? < —
k 1 . k
= Vk, O<cotar?< n )< 2<s|n‘2(—n>
2p+1 <kn> 2p+1
2p+1

krt (2p+1)2? 1 .o km
& YKk cotar?(zp+l>< 7 iz <sin T

P 2p+121 & 7 km

= Zcotar?(z +1)< ;TP< Zsm (T—H)
p(2p—1) _ (2p+1 P p+1)

& 3 Z k2 )

(c) En poursuivant nos calculs, la double inégalité préctest équivalente a

™ 2p?(1— 35) %i L 2p%(1+3)
3 4p2(1+ 5+ 4—12 Gk 3 (145t )

Par la théoreme d’encadrement, on en déduit que

7T2
—F')HL,Z kZ_E‘

1 1
5. On montre facilement que les suité ) et (—)
_ _ 22k>2 k>1 (2k+1)2 /g o k>1
(c’est-a-dire que le quotient de leur terme genéral tensl Ydorsquek tend vers I'infini). Comme ce

sont trois suites a termes positifs, la régle des équivalamis permet d’affirmer quen) et(vy) sont

Lo 1
sont equwalentes ép)

R 1 .
de méme nature qua,), et convergent donc. De pluks, |IE§ = 0, donc la suitav, converge par le
—00
critéere des séries alternées.

Dans la suiten désigne un entier naturel strictement positif. On a alors

n o1 101 G
=2 @z a2ie - YT
Concernant la seconde suite,
n 1 n 2n+1 2n+1 7'[2 712 n;z
= g _— V:———:—_
tntvn =2 e T2, 2k+1 =2, @ = 2 T V62"

Un raisonnement analogue nous ameéne a écrire que
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3 Utilisation des intégrales de Wallis

R R, 87
1. |0_/0 ld=7 e Jo_/otdt_[s}o_m.

2. (@) Soienh e N, u(t) = cog™(t) etv(t) = sin(t). Ces deux fonctions sont de clasgé, on peut
donc utiliser le théoréme d'intégration par parties afin diewer I,,.1, en utilisantu/(t) =
—(2n+1)sin(t) co(t) etV/(t) = cogt) :

Ins = [ UOVO) &= WOV~ [ vt o

NIy

— (2n+1)/ogsin2(t)co§“(t)dt= (2n+ 1)/O (1—co(t)) cos™(t) dt
— (2n41)In— (204 1) lans1
o (242l = 2N+ 1)l & 'n+1:§212 .

(b) Effectuons une récurrence pour montrer ce résultat :
initialisation (n=0) : La question 1 nous assure que les deux membres sont bien&gaRx

hérédité : Supposons I'hypothése de récurrence (H.R.) vraie au naeg montrons qu’elle
I'est toujours au rang+1 :

| 2.b 2n+1I HR.2n+1 (2n)! m  (2n+2)(2n+1) (2n)! m
M7 2" T 2nt24(n)22  (2n+2)2  4(n)2 2
+1) m (2n+D) @
 4(n+1)247(nH)2 2 4n+1((n_|_1)!)2 2
On en déduit que pour tout entier natunel, = (2n)! T
uep Pin =z 2
3. Soitn > 1.
(a) Une premiére intégration par parties utilisant les fimms u(t) = cos"(t) etv(t) =t de classe
¢! donne :

In= [t coszn(t)]g +2n/ogtsin(t)co§”1(t) dt = Zn/ogtsin(t)cosznl(t) dt.

Une seconde intégration par parties, en utilisant les fonét (t) = sin(t) co"1(t) etv(t) =
t2/2 de class&™, donne :
lh — 2—;[t23in(t)co§”1(t)]§ —2—2” /0 gtz(l—Zn(sinzt))(co@*zt) it
= n/og 2nt?sir’t co€" 2t dt — n/ogtzcoszn‘zt ot
= 2n2/0gt20052”‘2t ot —2n2/()gt20052“t dt—nd,_1

= (2n°=n)Jh_1 -2y =n(2n—1)Jh_1 — 2n°Jp.
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(b) Ona
I (G D) (1)
Knfl—Kn— (2([’1—1))! Jn 1— (2) Jn
(2n—1)(2n)4"1((n— ) Jn_1—4"(nh)? J,

& Kni—Kn=

(2
& (2! (Kn_1—Kn) =4"1((n—1)1)?
1

)= (2n—1)(2n) In_1 — 4n?Jp)
& (2n)! (Kno1—Kn) =2-4"1((n-
)=

n)!

(

|) I
2.4 1( |)2 (2n

& (2n)! (Kn_1 — Kn o

I\J|:|

4“*1((n—1)!)2n m
G = mmz T ae

(c) Par suite, on a

T
4Kk2

En effet, la définition dé&,, pour tout entier naturei nous permet d’affirmer qui€y = Jo.

ZKk 1— Kk =Ko=Kn=J3—Kpn.

4. (a) Nous avons déja démontré plus haut que xagfD, 7| vérifiait x < sinx.Or J > 1, doncx <
Zsinx. De plus, il y a égalité pour=0 etx= 7. On en déduit que pour tout reeE [0, 7],

m .
X < Esmx.

(b) Soitx € [0, Z]. Alors

0<x< 2smx & 0<x200§”x<§sin2xco§”x
m 7.[2 I n
PN O</2x200§”xdx< — (/Zcosznxdx—/2c052”+2xdx>
0 4 \Jo 0
T g
(lh—lne1) © 0<Jn<—(1—

4 4

™ 1

— | 0< <
4omi2" "= 8(n+1)

o 0<th< 2n+1>

2n+2

In.

Il vient ensuite que
us 4" (nt)? (2
gD T S S 2o sy
An2 o 2! m

< < _
& OsKns o0 8nr 1) a2 2

m
0<Kn< .
< "S 16(n+ 1)
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(c) On en déduit les implications suivantes, amorcées paélereme d’encadrement :

: ol 1 5
imKn=0 = M7z 2 ie~%= 2
21 w4
= S=M2e~aan 6
4 Noyau de Dirichlet
1. Soientn > 1 un entier ek # 0 [277] un réel. Alors
1 n n e|kx —|kx
Dn(x) = §+k; ogkx) = +z
_ 13 ikx __ 1z ixy N/ 4x
= ikzzné ék:o(el> ()"
. _aixy2n+l xy—N=1/2 o xy2n+l
_ Lgg @M 1@ "M@
2 1-—eX 2 (ex)—l/Z 1-—eX
_ 1@ @M 1 —Asin((nd 3)x)
2 (@) V(@2 2 —2isin})
, 1
1S|n(<n+§>x>

2 osn(y)
sin( -
2
2. Soitn > 1 un entier.
(a) 2.a. Soik > 1 un entier. En faisant une intégration par parties a l'aeefdnctionsi(x) = x et
v(x) = 2" ge classe, nous obtenons :

(-1 -1
k2
Nous remarguons que cette intégrale est nulle pour touteivekek paire. On en déduit que :

m 0 sik est pair,
/ xcogkx) dx = 2
0

12 si k est impair

/Onxcos(kx) i xsin(kx)]& / sin(kx) d [cos(kx)]

(b) Par conséquent,

" Dn(x) d "X g dx= = [ xd S kx) d
X X)X = — 4+ X COX — X ax XCO09 KX) axX
| xPn /02+zs< 2/0 + [ 3. xeodky

I’échange des symboles est possible
Z xcos(kx s .
car la somme et I'intégrale sont fini

n 1 n(_l)k
"t e

k=

7T2
Z
n2n

T2 e

(-1)"-1 2
4
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3.

5.

. On utilise une intégration par partie en utilisant lext@ansu(x) = @(x) etv(x) =

Notonsf la fonction donnée dans I'énoncé. Il est clair que cettetfonest de class&™ sur]0, 7
en tant que quotient de deux fonctions de méme classst donc en particulier de clasg& sur
cette intervalle.

Déterminons alors g admet une limite en 0 ;
X
X 2

-~ X
. =2— lim f(x) =2lim — =2.
sin(3) sin(3) - M () = X0 SinX

Nous pouvons désormais définir la fonctibsur [0, 11| par

[ f(x) si x>0,
f(x)_{z si x=0.

Il ne reste plus qu’a vérifier queest dérivable en 0, et quéy est continuef est dérivable suo, ],
et pour toutx de cet intervalle, on a

, _sin(’—z‘)—’—z‘cos(’—z‘)
T T

On applique alors un développement limitéfdex) lorsquex tend vers 0 afin d’obtenir

3 3
frx) = 2721600 _ fg+00C)
X 103 %1003 4

Il s’en suit que Iir(l)wf’(x) = 0. Par le théoreme de polongement de la dérivée, on peut emfahuce
X—

quef est de class&* sur[0, 11}, avecf’(0) = Iim0 f'(x) = 0.

X—
—2054%) ge classe
¢ sur|0, 1] :

/O " 00 sin(Ax) dx = {—COS/(\AX 1 A / x) cogA) d

Puisque les fonctiong et ¢/ sont continues syp, 1), il existe deux réelsn et M tels que pour tout
x € [0,mm, m< @(X) < M etm< ¢'(x) < M. De plus, le cosinus est toujours compris entteet 1.
On en déduit donc que les deux premiers termes ci-dessusntievets 0 lorsqué tend vers linfini,
ainsi gue le troisieme puisque l'intégrale est bornée, taésultat.

(a) Onadonc, en utilisag(x) = f(x),

)I\irr:o/onqo(x) sinAx)dx=0 < Ilm/ o(x SII’I((FH—;) ) dx=0

& I!Ln;]o %sin<<n+%>x) dx=0
(3)

0 sin

s
& 2lim [ XDp(x)dx=0

n_o /o
n_,o
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; i 1 .
(b) En poursuivant nos calculs, sachantie- —35 = —5S ona:
7'[2 n 1 n (_1)k)
imLy,=0 & Im|[——Y 5+YY ——1]=0
n—oo n—o0 ( 4 kzl k2 kzl k2
us us 1
& Z—S+W_O & Z_S_ES_O
m 3 2
77229 %1376

On retrouve ainsi la valeur d&

5 Une somme double

1. (@) SoitN > 1 un entier. Nous allons utiliser, comme lors de la premiartigs, une comparaison a
une intégrale :

=
X

1 2 3 N-1 N N+1 1 2 3 N—-1 N N+1

L'aire rouge correspond ldn, etlableue a Laire bleue correspond auslizg tandis

. N+1 X
1+/ —. Par conséquent, gue l'aire sous la courbe \jéut —.
1

X
N dX . N+1 dX
l+/ D'OU/ — < Hn.
1 X
Nous avons donc

N+1 g
/ X< 1/ & In(1+N) < Hy < 1+In(N).
1

(b) N étant un nombre positif, on peut diviser cette inégalitéNpar

IN(1+N) < Hn < l-l- In(N).
N N N N
Nt N) =0et lim wzo, et

N—oo

c’est le théoreme d’encadrement qui permet ainsi d’araverésultat attendu :

Les croissances comparées a l'infini nous assuren,gqu
—00
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(c) Nous allons démontrer ce résultat par récurrence :
Hi
2

1 1 H 5 1
172 2" z—é(”

L'égalité est donc vérifiée poi = 2.

Initialisation (M =2) : Le membre de gauche va , et celui de droite vaut

NI -
~— I\)IH
||

Hérédité : Supposons I'hypothése de récurrence (HR) vraie au kngt montrons qu’elle
I'est encore au ranyl + 1 :

d Hm Vo' Hi Hi HR M 1 Hy Hu
2 mm+D © 2mmtD)  MMiD 2, M MM
oL o Hu( 1 N_ g1 Hu
= n;ﬁ—v( ‘M—H)—miﬁ—ml
_ %i_(HMH_ Mh):%i_wﬂ 1
L \M+1 M+1) £ M+1 (M+1)
B M+1 q Huvs1
21W_M+1

Nous avons ainsi démontré le résultat suivant : pourltbat 2 entier,

le Hm B M 1 HM
L, mm+1) L M

(d) Le premier terme du membre de droite converge lordduend vers linfini, de limiteS. Le
second converge aussi d’aprés la question b. On en déduit que

N2 Hn L Hp
im 5 —— =% —— =
M—o £ mm+1) & m(m+1)

2. SoientN un entier naturel non nul.
(a) Soitmun entier quelconque, supérieur ou €gal a 2. Nous allores diaie récurrence siv.
Initialisation (N = 1) : Par la définition d&y m, on a:

1
1 1
Z1im= = .
Lm nZln(ner—l) m—1
Or
1 m 1 1 [(m1l1 mg 1 /1 1
-~ ([HW+1-S =] = —_ - N = (=Z_=
m—1< m-1 n;n> m—l(n;n n;n> m—l(n m)
B 1 m—l_l
S m-1 m m

i 1 m1 e g ops
On a donc bie@y , = o (Hml - ;ﬁ) , de sorte que le ranyg = 1 soit vérifie.
n=
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Hérédité : Supposons maintenant le résultat vrai au ringt montrons qu’il I'est encore au
rangN + 1. Nous utiliserons la démonstration pour amorcer le raisorent :

N+1 1 N 1 1
. _ L +
N+Lm nZ (n+m_1) nzln(ner—l) (N+1)((N+1)+m—1)
B % 1 m-—1

L nin+m-1) m—l(N+1)(N+m)

[l
Mz

1 1 1

r]zlnn+m 1) m—l N+1 N+m
1 N+m—11 1 1
e LS % nTNT1 N

m— i ERL + +m

1 (H N-m 1) 1 (H (N+1)Z+m1 1)
= ——(Hma1- —|=——=(Hm1- — .
m-1 n=%+2 n) m-1 n=(NT1)+2 "

L'hyptohése de récurrence est donc vraie au fdrgl.

Le résultat est donc démontré, et on a donc que pour toutr emtie2,
1 N-+m-1 1
Zn,m = —— | Hmn1— % -
m-1 ( . JERL

. . iy 1 .
(b) Pour tout entien strictement positifn >N+1>0=0< - < ——.D’ou

N+m711 N+m-1 1 .
0< - < — g —.
K" i N+ N+

Grace au théoreme d’encadrement, on en déduit que

N+m—1 1
lim - =0,
N—co n=Nr1 n
ce qui implique directement que
Hm—l
lim Znym= .
N— oo N,m m-—1

3. (a) SoientN > 1 etM > 2 deux entiers. Alors

= (sommes finies)
Zlﬁzlnnm(n+m 1) Zlnzl mn+m-—1)
¥ 1
- mzlmn;n(ner—l)
1 N M 1N 1
- 1 D]
1n:ln( L,m & n(n+m 1)

[
Z
3 >
M= i R
N
S

S
[
=
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Nous avons du séparer le premier terme (correspondant d) de la somme cady m n'est pas
défini pourm = 1.

(b) Les sommes étant finies, nous pouvons aussi échanggniésiess et lim :

. Hm- Mz M Z M H .
im Zym= —"2% = im § M _ Am_ Z ==
N—oo m—1 N—o &, M 2Nwo m
d’ou le résultat suivant (connaissant d&ja Iim Zn 512 %)
N M M
lim === _m
N—co erglnn‘(mLm 1) N—>00<z Z m ) 6 +n;2m(m—1)
(c) D’aprés 1.d, nous savons déja que
+Z°° Hn J“zm Hn1 S
Lomm+1) & mm—1)

On en déduit que

. . N M 1 . 7'[2 M Hm—l 27-[2 T[2
I\!IILnoo (I\Illinoonz WZ nm(n+m—1)> :I\!IILnoo <€+ 2 m(m—l)) ~ 6 3

=1

6 La fonction Dilogarithme

1. Pourx € [-1,1[—{0}, il n’y a pas de probléme : la fonction dans l'intégrale esitowe. De plus,
In(1—t) est équivalenten 0 %L ce qui rend la fonction dans l'intégrale équivalente en-alac’est-
a-dire prolongeable par continuité, et elle est donc iratiéigy.

2. Notonsg la fonction In définie suR? . Alors

In(A-t) L ¢(1-t)—¢() !
M~ M ag-1 - W=t

donc l'intégrale impropre L) existe bienen 1, et (1) = lim;_1 Li(X).

oo yn
3. (a) Soitxe]—1,1[. Posonsf(x) = % ~5- Rappelons avant tout que
n=1
+ an+l +oo Xn
Vx<[1], In(1+x)= Z)(—l) Z = Ihn(1l-x=-Y =
n= n+1 nzl n
Nous avons alors
+00 XN 1 1
f'(x) = =—=In(1l—x
(%) nZl - < (1—x)

= f(x) :—/Oxln(lt_t) o

+00 3N

n=1



16 CAPES 2007: Premiére composition

(b) Par conséquent,
. o e 1
LI(1):)I(|Ln1 Li(x) = lim 1F: Zlﬁzg'

X—1 = =

4. (a) Soitx € ]0,1[. On rappelle que pour deux fonctioh®tg dérivables, on peut avoir

(fog)'(x)=(f'eg)(x) g (x).

Cette formule peut étre appliquée ici car la fonctior— 1 — x renvoie un nombre lui aussi
strictement compris entre 0 et 1. Par suite,

(L} + Li(l-x) = L'+ Li'(1—x) = —'”(1X_X) + GW(_D)
In(x) In(1—Xx)

1-x X

(b) Posons, pour toute |0,1][, g(Xx) = —In(1—x)In(x). Soitx € ]0, 1[. Alors

g(x)=- (%(In(x) +|n(1—x))—1(> _ TEX))(_ In(lx— X)

Par suite,g(x) = ( Li(x) + Li(1—x))’, donc Li(x)+ Li(1—x) = g(x) +C, ou C est une
constante que I'on va déterminer.

. L L T
En faisant tendre vers 0, on trouve que |(I)nh.l (x) =0, I|rr(1) Li(x) = 5 De plus,
X— X—

g9 — g IIIN(L-X) _ (1 _y)~In() 1

b
x—0

donc Iirgg(x) = 0. On en déduit directement que
X—

7'[2

5. Appliquons la formule précédente au rget % :

1\ P 1 1 o2,

6. (a) Soitxe]—1,1[. Nous avons :

(Lix)+ Li(—x))' _ _In(1-x) N (_In(1+x) (_1))

X X
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De plus,
L2 "1/ In(1-5%) o :_In(l—xz).
(3uio8) =5 (- @) -

X2

Ces deux dérivées sont égales, nousen déduisons donc que
. . 1 ..
Li(x) 4 Li(—x) = > Li(x* = +C,

avecC une constante que I'on détermine en remplaggoar O dans les deux membres. Puisque
Li(0) =0, on trouveC = 0, et le résultat s’en suit.

(b) Dans cette égalité, il suffit alors de faire tengneers 1 afin de trouver

I . I S ol G DL I
fim LG +Li(=x) = lim ZLi0) - < €+n:1 P 26
sl O DL Y N [
¢ 2w " 26 12

7. (a) Dérivons le membre de gauche. On trouve pour toutrée0, 1] :

(Li () ~Li(=) +Li (E) —H (%))
_ _w_(_In(1X+X))+1_2X2|n(1i(X>—1_2X2|n(1J2rX)
- }|n<1+x)+ 2 Inx

x I\ 1°x) "1
= (In(x)) In (%) +'”X<'” (%D

Par intégration, on en déduit que

Li(x) — Li(—x) +Li (%) —Li (%) =1In (g) Inx+C,

avecC une constante que I'on détermine en faisant texdvers 0 dans les deux membres.
Puisque L{0) = 0, on obtient :

Li(1)—Li(-1)=C <« C=-—+

SIS
N

7'[2
Z.

On trouve bien le résultat demandé.



18 CAPES externe 2007 Premiére composition

(b) Appliquons la formule précédente au cas particiiery/2— 1 € ]0,1[. On trouve :

Li(v2—1) — Li(1— v2) +Li (2—_@[2) —Li (%) :§+In (2_—\/3?> In(v2—1)

& Li(V2-1)-Li(1-v2)+Li(V2-1)-Li(1-v2) = —+| (f \/_Jrl)n(\/i—l)
V212
& 2(Li(\/§—1)—Li(1—\/§)):f+ln(\/§+l)ln(\/§—1)
°22 g(\f Ok +z°° s f 7;2+%In(\/§+1)ln(\/§—1)
k=1
Z(v2-1)k (—1)'<(1—f2)"_n2 1
& k; 7t 2 —§+§In(\/§+l)ln(\/§—l).

Lorsquek est pair, chaque terme de la somme est nul. La somme peut ddaicesuniquement
sur lesk impairs. En posark = 2n+ 1, on trouve finalement que

400 _ 1\2n+1



