LECON N° 20 :

Exemples d'utilisation des nombres
complexes.

Pré-requis :
— Construction des complexes ;
— Formes trigonométrique et exponentielle d'un nombre complexe, en particulier :

0 1 if r=r
re-=re ﬁ{GEG’[Zn];

— Groupe cyclique, similitude directe et son écriture complexe.
— (Théoreme de Liouville).

20.1 Les nombres complexes

20.1.1 Représentation géométrique et définitions

—

Soit Z le plan euclidien orienté muni d’un repere orthonormé direct (O, i, 7).

-7 e+ Définition 1 :

-~ / o M = (x,y) est appelé image du nombre complexe
/ m = x + iy. On le note M|,, ou M(m). Réciproque-
/ ment, m est appelé affixe du point M.

/ ¢ Pour tous M|, et M’|,,, le point N|,_, est tel que

v y Py . . .

T M| MM’ = ON. On dit que z — z’ (I’affixe de N) est aussi
/ — —

! 'affixe de MM'. z est donc également l'affixe de OM.

NI
——

Remarque 1 : L’addition dans C s’interpréte comme 1’addition
! vectorielle.

/
! N|zfz’

20.1.2 Définitions et propriétés

On se donne un nombre complexe z = a + ib.

Définition 2 :

— a est la partie réelle de z, notée Re(z). b est la partie imaginaire de z, notée Sm(z);

— Le nombre complexe a — ib est appelé conjugué de z, noté z (donc en particulier, z = z);
— Le réel positif v/zZ est appelé module de z, noté |z|.
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Remarques 2:

1. zz = (a+ib)(a — ib) = a® + b*> > 0, donc |z| est bien défini. Notons que le module coincide avec la
valeur absolue dans RR.

2. L'application
C
z

Nl

—
—

est un morphisme de corps, d’ott

z+7 =z+7 !

; —z=-—z ; zz!l=ZZ ; 27&0:>Z:

N[ =

3. Géométriquement, 'application z — Z est la réflexion par rapport a 1’axe réel (O, i)

Lemme : Si Z = a + ib € C*, alors I'équation z2 = Z admet deux solutions opposées dans C.

démonstration : Cherchons s'il existe z = x + iy € C tel que z> = Z. On a les équivalences :

. \2 . prop 2(i) x2 — ]/2 =a
((x+1y) —a—Hb) & {ny:b

2P —a
& X242 = a2 + b2

2xy =0
va?+b2+a
EETT
<~
: Va2 +b2+a
y = *Esigne(b) s
1 si b>0
avec signe(b) = 0 si b=0 .Lerésultat s’en déduit alors. |
-1 si b<O

Théoréme 1 : Soient (a,b,c) € C3 (avec a # 0) et A = b* — dac € C. Alors ’équation

(E): az>+bz+c=0
admet deux solutions dans C, données par :

b
(1) SiA=0,21222=—;

2a
(ii) Si A # 0, alors
—b+4 —b—§
1= —F et 2= —F
2a 2a
ou J est tel que 5% = A.
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démonstration :

(E) & a =0 & a

LARY
2a 442

PR Z—_b+5 Zi—b—(S
2a 2a '

SiA=0,alorséd =0etz1 =2 = % Sinon, le lemme assure que ¢ tel que 6% = A existe, et dés lors,
ona:

o2 (2)]-0

. _—b—|—§ ot . _—b—(5
1= "4 27 T

Théoréeme 2 (fondamental de ’algebre, ou de d’Alembert) : Toute fonction polyndéme de C[X]
de degré n € IN* admet n racines dans C (comptées avec leurs multiplicités).

démonstration : On rappelle le théoréme de Liouville et le vocabulaire qui va avec :
Théoréme de Liouville : Toute fonction f : C — C analytique et bornée est constante.
Analytique : Vzo € C, f(z) = L ar(z — z0)F.
Bornée : IM > 0| |f(z)| < M (V z).

Montrons que tout polynome P € C[X] de degré n € IN* admet au moins une racine. Supposons pour
cela que P n’admette aucun racines et considérons la fonction f = 1/P. f est analytique et clairement
1

bornée car |f(z)| = vzl T) 0 = f est constante. On note alors f(z) = C, ce qui implique
Z|—00

P = % — absurde, car deg(P) > 1. D’oit P admet au moins une racine zo. Par suite, il existe un
polynome Q de degré n — 1 tel que P(z) = (z — z9) Q(z), et on réitere ce raisonnement au polynome
Q vérifiant deg(Q) = deg(P) — 1. Au final, P admet n racines (avec éventuellement égalités de
plusieurs d’entre elles). |

Dans toute la suite, et sauf mention contraire, n désigne un entier naturel non nul, et Z un
nombre complexe non nul s’écrivant sous forme exponentielle Z = R ¢%. Un nombre complexe
z quelconque sera toujours écrit z = re'* sous forme exponentielle.

20.2 Racines n-iemes d’un nombre complexe

20.2.1 Cas général

Probléme : Pour Z = Re® € C fixé, il s’agit de trouver z € C tel que 2" = Z, c’est-a-dire résoudre
I’équation complexe z" = Z d’inconnue z € C. On trouve alors :

S =

n __ T:R
=R o

n __ n inu __ 60
" =7 & r"e"™ = Re (:){meG[Zn] & “EQ[_},
n

n
7 ~ . . .
d’ot1 les solutions suivantes :

VkE{O,...,n—l}, Zj = R%ez(%_FZan)
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Théoréeme 3 : Soit Z = Re'® € C un nombre complexe. L’équation complexe z" = Z admet n
racines distinctes. Son ensemble solution est donné par

S, = {R% ei(g+2k7n),k € {o0,...,n —1}}.

démonstration : L'existence des racines est donnée par ce qui précéde le théoreme. L'unicité de
chaque solution vient de 1'égalité modulo 27t /n : en effet, avec les notations données, on a que pour
tousk € {0,...,n—1}, 1 = 2. |

Définition 3 : Les nombres z; définis ci-dessus sont appelés racines n-iémes de Z. On note leur
ensemble S,,.

Exercice : Résoudre dans C 1'équation z3 = /3 +i.

Solution : |l suffit de remarquer que
V3+il=v3+1=2 et arg(\/§+i):%,

d’'ou les trois solutions suivantes : L
Vke{1,23}, z=236HS

20.2.2 Racines n-iéemes de 'unité

Définition 4 : On désigne 1’ensemble des racines n-iemes de 1'unité par

U, = {eiMTn,k € {0,...,n—1}}.

Remarque 3 :On a donc que tout complexe z € U, vérifie z"" = 1.

Théoréeme 4 : Les racines n-iémes d’'un nombre complexe Z sont exactement les produits de
I'une d’entre elles avec les racines n-iémes de l'unité. Autrement dit, si z € C est tel que

z" = Z, alors
j 2kt

S, = {zel n k€ {0,...,n—1}}.

démonstration : Soit z € C vérifiant z" = Z. Alors pour tout k € {0,...,n —1},0ona

2k n .

(ze’ " ) =" 2T = 7, |

N~
=1

Théoréeme 5 : (U, -) est le seul sous-groupe multiplicatif de C* d’ordre n. De plus, il est
isomorphe a (Z/nZ,+).

démonstration :
Sous-groupe :
— Sik =0, alors el = 1, donc1 e U,.
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— Soient z,z' € U,,. Alors

/ j2km 2w 2k )
Z-Z = e n - n =g n

2k

" o
= ¢ n €U, avec { K edo,...,n—1}

k+k =K' [n].

—2kmt

— Soit z € U,. On remarque que si z' = e ~n ,alors z-z' =1, de sorte que 7' =z’ € U,,.

Unicité : Soit G un tel sous-groupe, c’est-a-dire un sous groupe multiplicatif de C* d’ordre n. Si
z € G, alors 2" =1 (car G est justement d’ordre n), donc z € Uy, ou encore G C U,,. Puisque G et
U, ont le méme cardinal, il vient que G = U,,.

Isomorphie : On considere I'application suivante :

f:(2Z/n2Z,+) — (Uy,)

- : 2kt

On détermine que

;207 - — 2(k+K ) Okn 2Km

f(a) = e n —_— 1 et f(k + k/) —_— el n _— elT . elT —_— f(E) .f(P),
de sorte que f soit un morphisme de groupes. On montre de plus qu’il est injectif :

H T : //-[ /
FR) = F(F) & 6% = 6% o 2’;” _

27 k=K [n] < k=K.

Enfin, grdce au point précédent, on sait que |Z/nZ| = |U,|, donc f est un isomorphisme. |

Corollaire 1: (U, +) est un groupe cyclique.

démonstration : Découle directement du fait que (Z./nZ,+) 'est. |

Proposition 1 : Les générateurs de U, sont les w; = eiz}cT", ou k € {0,...,n— 1} et n sont

premiers entre eux.

5 . 2 22m (n=1)2m B
démonstration : U, = {1,e1 v, et .. et = {1,w1,w%,...,w? 1}, donc wq est un

générateur de U,,. Soit alorsk € {0,...,n—1}.Ona

wy est un générateur de U, < K| (wk)kl —w s =
& kk'=1[nl< 3K, u|kk+un=1
PR kan =1,
d’oit le résultat. |

Exemple avec Uk :
: 57T 47 :31 27T 7T
-5AN6=1 et (e3) ={1,¢'3,e'3,e'3,e3,6e'5} =Usg;
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-2N6=2 et (ei%):{l,ei%,ei%}#U@

Définition 5 : Un générateur de U, est appelé racine primitive n-iéme de l'unité.

20.3 Interprétation graphique

On se place dans un plan Z.

Définition 6 : Soient M, ..., M,,_1 € &. Ces points constituent les n sommets d’un polygone
régulier s’il existe un point () et une rotation de centre () et d’angle 27t/n envoyant My sur
Mj.11 (pour k € {0,...,n —2}) et M,,_1 sur M.

Proposition 2 : Soit M € & le point d’affixe Z. Les racines n-iémes de Z se situent sur un
méme cercle de centre O (origine du repére) et de rayon R¥. De plus, si

n = 2, elles sont diamétralement opposées; n > 3, elles forment les sommets d’un polygone
régulier.

démonstration : Notons My le point d’affixe z = R ¢ii %) pour k € {0,...,n — 1}. Soit un

L epe 1 . N . .
tel k. Alors on vérifie que OMy = |zx| = R, de sorte que les racines n-iemes de Z soient effectivement
L ., 1
situées sur un méme cerlce de centre O et de rayon Ru.

De plus, lorsque n = 2, le calcul nous permet d’affirmer que arg(zo) = 0/n et arg(z1) = 0/n+ 7,
donc les racines sont diamétralement opposées.

Enfin, lorsque n > 3, on vérifie que pour tout k € {0, ...,n — 2}, on ait

27 P27

zre'n =z et zp_qe'n =z,

d’ont le résultat attendu. [ |

Proposition 3 : Les racines n-iemes de Z se déduisent de celles de 1'unité par une similitude

de centre O, de rapport Ri et d’angle 0/n.

démonstration : On rappelle que f : z — az avec a € C* est I'écriture complexe de la similitude
de centre O, de rapport |a| et d'angle arg(a). Soit alors a = R el € C*, qui est une racine n-ime
de Z (k = 0). D’apres le théoreme 2, les autres racines de Z se déduisent de celle-ci par multiplication
avec les racines n-iemes de 'unité, notées précédemment wy. On a donc

Sp={a-la -wy,...,a-wy_1} ={f(wo), f(w1),..., f(wy-1)},

et chaque racine n-ieme de Z est donc bien l'image d'une racine n-ieme de I'unité par la similitude
annoncée. |
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20.4 Applications

20.4.1 Factorisation
Exercice : Factoriser dans C le polyndme défini par P(z) = z* + 1.
Solution : z¢ = —1 = ¢/~ donc pour k=0,...,3, on az = ei(_%'*'Zan), ce qui donne

P(z) = (zfe_i%)(zfe"%)(zfe"%)(zfe"s%).

20.4.2 Somme et produit des racines n-iemes de 1'unité

=1 & z'—1=0"83 (z—wo)(z—w1) - (z—wy—1)=0

& 2= (wo+ Fwy) 2"+ (1) wp Wy =0

La derniére ligne a été obtenue en développant, mais en n’étudiant que le coefficient de z" ! et
ZY : en particulier, on en déduit que

n—1 n—1
Ywe=0 et (-1)"'J]w=1
k=0 k=0

20.4.3 Caractérisation d’un triangle équilatéral

Exercice : Soit j = ¢i3 € C. Montrer que ABC est équilatéral si et seulement si b+ ja + j>c = 0
(ou ¢ + ja + j*b = 0).

Solution : On considére la rotation % de centre A et d'angle 7t/3. Alors deux cas se présentent :
Si Z (C) =B, alors

(b—a):e’g(c—u) (j:e‘
& b-atjc—ja=0
b4+ (-1—a+c=0 (A+j+74=0)
s bijatfe=0.

¥

Si Z (B) = C, on procéde de la méme maniére pour trouver |'autre égalité. O

20.4.4 Pentagone régulier a la regle et au compas

. 21
Exercice : On pose p = ¢'5 .

1. Montrer que Z%:O ok =0;
1
2. Montrer que p + P est racine du polynéome X? + X —1;

2
3. En déduire une expression de cos <?ﬂ> ;
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4. En déduire une construction a la régle et au compas d"un pentagone régulier.

Solution :

1. On utilise I'application 2 ci-dessus, ou la somme des cing premiers termes d'une suite géométrique.

2. On factorise I'expression de la premiére question par pz # 0, on simplifie les deux membres par piz et ce qui reste répond

a la question.

3. On détermine d'abord que p + }7 = ZCOS(%H) > 0 par le calcul direct (on connait p!). Ensuite, on sait que ce nombre est

la racine positive du polyndme X2 + X — 1. Aprés calcul, on détermine alors que

2\ _ V5ot
COs 5 = 1 .

Pour « construire » une telle longueur, il suffit alors de tracer un triangle rectangle dont les cotés adjacents a I'angle droit
mesurent respectivement 1/2 et 1/4. Le théoréme de Pytagore nous assure alors que I'hypothénuse mesure V/5/4. On
sait aussi construire 1/4, et faire une différence de mesures a la régle et au compas, ce qui nous donne notre construction

de cos(%£).

4. On place d'abord le point d'abscisse 1, noté My. Ensuite, on place le point A d'abscisse cos(271/5) et son projeté M sur
le cercle unité ¢ parallélement a |'axe des ordonnées. Il suffit ensuite de reporter sur la mesure MyM; sur le cercle pour
obtenir les trois autres points My, M3 et My. Voici la figure illustrant cette question :

b

$——————-—-—--==

My

20.4.5 Un probleme géométrique

Exercice : Soit ABCD un quadrilatere quelconque. On construit les points M1, My, M3 et My de
sorte que les triangles respectifs ABM;, BCM,, CDM3 et D AM, soient rectangles isoceles en ces
points. Montrer que les droites (M1 M3) et (MyM,) sont perpendiculaires et que M1 Mz = MpMy.

Solution : Faisons une figure pour mieux voir les choses :
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Notons par des lettres minuscules (et éventuellement indicées) les affixes correspondantes a chaque point. L'application C —
C : z — iz est une rotation puisque |i| = 1. Notons alors r la rotation vectorielle d'angle 77/2 (Arg(i) = 71/2). On a alors

(a—ib)(1+i) a+b+i(a—1b)
= =
) )| 2
On montre de la méme maniére que
b i(b— d+i(lc—d d i(d—
’”2:%(6)' ms:% ot m:%(ﬂ),

On en déduit alors que 2(my —mp) =a—b—c+d+i(—a—b+c+d). Or

2(mz —my) = —a—b+c+d+i(—a+b+c—d)
& 2imy—m)=a—-b—c+d+i(—a—b+c+d)=2(my—my)

e e
4 r(m3 — ml) =My — My < Y(M1M3) = MMy,

ce qui prouve non seulement que M;Ms = MpM,, mais aussi que les droites (M;M3) et (MyMy) sont perpendiculaires. &
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