LECON N° 78 :

Diverses méethodes de calcul approché
d’'integrales définies. Lexpose pourra étre
illustré par un ou des exemples faisant
appel a l'utilisation d’'une calculatrice.

Pré-requis:
— Intégrale d’une fonction sur un segmeatb| ;
— Rapport entre I'intégrale d’'une fonction et I'aire sous saucbe.

Notations : Dans toute cette legon, on se donne
* Une fonction f définie et continue sur un intervalle b] C R, a valeurs réelles. On supposera b.
* Pour toutn € N*, on pose :

h:b—a;

n
a; = a+ih, Vie{0,...,n};
mi:% Vie{0,...,n—1}.

* Par abus de notation, pour toute fonctipdéfinie et continue sut, b], on noteraup |g| = sup |g(z)].

[a,b] z € [a,b]
* I(f) = [} f(z) da.

Contexte: On cherche & obtenir une « bonne » approximation(de quand il est impossible de la calculer
analytiquement. L'exemple utilisé dans toutes les ann@x&& est la fonction suivante :

f:47 — R

5 3
P —Wsin<x——4x2+1>.
x 2

Toutes les démonstrations (puisqu’elles sont longuespsagdnt a la fin du document.

78.1 Méthodes d’approximation linéaire

78.1.1 Premiere approche : méthode des rectangles et des tangentes

Notations : On définit sura, b] la fonctionr suivante :

r:la,b) — R
v — fla), V€ la,ain], Vie{0,...,n—1},
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qui approchef sura,b]. On noteR,,(f) = fabr(:z:) dz (voir annexe A).

Proposition 1 :

b . n—1
— Pourtoutn € N*, R,,(f) = @ Z f(as);
1=0

n

PRy
— Sif € €*([a, b)), alors pour tout n € N*, II(f) — R.(f)| < (bzna) sup |f’].

[a,b]

Proposition 1" : On définit pour tout n € N* la suite (R/,(f)) de terme général

b— n—1
R.(f) = n : Z Flaitq).
=0

Si f est monotone, alors les suites numériqugsR,,(f)) . et (R,,(f)), encadrentI(f) et convergent
versI(f).

Soit maintenant pour toute {0,...,n — 1} la fonction; donnant I'équation de la tangentef au point

e 7 la, 0] — R
z — fl(mi)(z —my) + f(m).

Notations: On approche alorg sur[a, b| par une fonctionn affine par morceaux définie par

m:[a,b] — R
v — 1(x), V€ laai], Vie{0,...,n—1}.

On note enfinV,,(f) = fab m(z) dz (voir annexe B).

Proposition 2 :
b — n—1
— Pourtoutn € N*, M,,(f) = R Z f(m;);
n =0
. 2 (b - a’)3 "
— Sif € ¢*([a,b]), alors pour tout n € N*, |[I(f) — M,(f)] < YN sup | f”|.
n [a,b]

Remar ques 1:
1. En approchanf sur|a, b] par la fonction

[a,b] — R
x +— f(m;) Y€ |a,ai11], Vie{0,...,n—1},

(« méthode des milieux »), on peut montrer gu’on obtient le méme résultatsqu@ameéthode des tangentes.

2. Dans la méthode des rectangles, I'erreur est d’ordne On vérifie alors que pour tout € N*,

On a donc amélioré la vitesse de convergence, puisque 'erreur edtelign? dans la méthode des tangentes.
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78.1.2 Méthode des trapézes

Notations : Cette fois-ci, on approchg sur [a, b] par une fonctiort affine par morceaux définie pour tous
n € N*eti € {0,...,n — 1} sur chaque intervallg;, a; | par

{ t(a;) = f(ai)

t(aiv1) = f(aiz1),

On noteT,,(f) = fft(x) dz (voir annexe C).

Proposition 3 :

— Pourtoutn € N*, T,,(f) = (Z fla;) + fla) + ﬂb)) ;

— Sif € ¢*([a,b]), alors pour tout n € N*, 1I(f) — Tn(f)| <

78.2 Methode de Simpson (approximation quadratique)

Notations : Dans cette partie, on approclfesur [a, b] par une fonction continu@ dont la restriction a
chaquéda;, a; 1] soit un polynéme de degré au plus 2 défini pour tousN* eti € {0,...,n — 1} par

Plai) = f(ai),
Plair) = flaia),
P(m ) f(ma),

On noteS,,(f) = fab P(z)dz (voir annexe D).

Proposition 4 :

n—1
— Pourtoutn € N*, S,(f) = b6_na > (fas) +4f(mq) + fair));
=0
. 4 " (b—a)® (4)
- Sif € ¢*([a,b]), alors pour tout n € N*, II(f) — Sn(f)| < 28RO [aglf |.

Remar ques 2:
1. Dans la méthode des trapézes, I'erreur edt/ed. On vérifie que pour tout € N*,

2 Tou(f) = Tulf) _ ATonlf) = Tul)
22 -1 3

On a amélioré la vitesse de convergence, car I'erreur n’est dy'ghdans la méthode de Simpson.
2. On pourra aussi vérifier dans un autre contexte que pounteul*,

To(f) +2 Mn(f)
3 :

Sn(f) =
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78.3 Autres méthodes

78.3.1 Méthodes de Newton-Cotes

Principe : Soientn, ¢ € N* eti € {0,...,n — 1}. On approch¢g sur chaquéa;, a;, | par le polynéme de
degré au plug qui coincide ave¢ aux(¢+ 1) points équidistantsi eta;.; en sont les premier et dernier),
notésLy, ..., L, : c’'est la méthode d’ordré On notel;(f) = fa‘zi“ f(z)dz.

£ =1: Méthode des trapezes.
£ = 2: Méthode de Simpson.

£ = 4: Méthode de Boole-Villarceau. Dans ce cj$f) est approchée pahrEi:O M f(Ly), ou

7 16 2
)\0—)\4—% 5 )\1—)\3—@ et )\Q—E
£ = 6: Méthode de Weddle-Hardy. Dans ce ch§f) est approchée DWZZZO Aef(Ly), ou
41 9 9 34
O TR0 0 T T 3s 0 P T 980 ° 7105

Remar ques 3:
1. Pour/ > 8, certains coefficients; sont négatifs, ce qui les rend plus sensibles aux erreurs d’arrondis
2. On peut montrer que $iest pair, alors la formule donnée est encore vraie pour les polynénuegdeau plus
{4+1;
3. Il suffit ensuite de fair{?;o1 I;(f) pour obtenir une approximation déf) ;

4. Dans tout ce qui précede, on a appliqué la méthode d'drédlchaquesubdivision de l'intervalléa, b], ce qui
représente énormément de calculs. On aurait pu simplement appliquer ladlendtbadrel atout l'intervalle
[a, b], mais on se rend vite compte qu'il y a des problémes sur les bords (voxeRjeUne alternative serait
d’approcherf par son polynéme d’interpolation en des points mieux choisis. . .

78.3.2 Méthode de Gauss

w étant une fonction donnée, on cherche encore a approahkggiale

1= [ rwar= [ (22w

par une expression du type, \; f(z;). S'ily an + 1 points a définir, on choisit les racinés;),,,, du
(n + 1)-ieme polyndme orthogonal associé au paigdgour le produit scalaire défini par

b
<%w=/¢@¢wmwm,

de sorte que l'intervallé:, b] soit divisé em parties non forcément de taille égale.

Si Ja,b[=] — 1, 1], alors on choisit souvent :
(i) w(z) =1, ce qui donne les polyndbmes de Legendre ;

(i) w(z) =

, ce qui donne les polynémes de Tchebychev.

1
V1—22
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78.3.3 Exemplef = 10) : annexe F

Soient
f:]1-1,1] —R w:]-1,1] —R
cos(x) et 1
X — — T | —

102241’ V1—a2

SoientP; (resp.f) le polyndme d’interpolation d¢ aux points équidistants (resp. de Tchebychev) &
fonction obtenue en appliquant la méthode des trapézesua chacun des 10 sous-intervalles. On trouve
alors les résultats suivants :

1

1 1
/Pl(x)dx%0.78611 : /PQ(:c)dx%O.65067 et /P(x)dx%0.64733.

1 1 1

Enfin, un logiciel de calcul formel tel que Maple nous assure q

1
I(f) = /_1 f(z)dz ~ 0.64788.

Accélération de convergence (Richardson-Romberg) (pour la culture)

Placons-nous suF’ := [a;, a;,1]. On divise cet intervalle e@™ parties égales de longuetiy2™ pour
m € N. On note pour simplifief,,, la valeur approchée dg, f(z) dz par la méthode d’ordré. Notons
alors quel, ,, = Ty=. On accélére ainsi la convergence sur chaque interyalie appliquant la formule
suivante :

226 IZ,m+1 - Iﬁ,m
22 1
L'erreur commise aprés application de cette méthode seltardee de1/n?".

]E-i-l,m = Vi e N*,

Par exemple, pour la méthode de Simpson (d’ordre 2), onrdéterpar ce biais que

2710 7
2 Il,m+1 - Il,m . 4T2m+1 - T2m

I, =
2,m 22 1 3 ’

et on retrouve la formule énoncée en remarque (attentions kdaremarque, on parle dg, surI;, ce qui
veut simplement dire qusut I'intervalle [a, b] a été divisé el2n segments égaux, c’est-a-dire que chaque
intervalleI* a été divisé en 2, il suffit alors de prendre= 0 dans cette formule).
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Voici les difféerentes démonstrations des résultats érodagas cette legon :

démonstration (proposition 1) Soientn € N* eti € {0,...,n — 1}. Alors

/a " Hay e — b flar)

i

/a " f@) - fla) da

i

< [ 5@ - sl

i

, d'aprés l'inégalité

Ortoutx de[a;, a;41[ Vérifie| f(x) — f(a;)| < sup |f'||z—a;| <sup|f||r—a;
lai,a;41] [a,b

des accroissements finis, d’ou

ai+1
< sup | f'| (z — a;) dz.

[a,b] a;

/ F(z)dz — h f(as)

Or le calcul nous donne que

/:Hl(x —aq;)dr = |:($—ai)2:|ai+1 (@i —a)® R (b— a)2‘

2, 2 2 2n2
En additionnant la derniére inégalité selére {0,...,n — 1}, on trouve alors
n—1 2 2
, (b—a) _ (b—a) /
() = Ba(D)I < Y _sup |f' 15555 = = == sup ||
i—0 la:0] [a,b]

_(b—a)? . . s
Enfin, ( 2a) sup | f'| étant une constante réelle, le théoréme d’encadrement nous pegroendure
[a,b]
queR,(f) —— I(f). =

n—oo

démonstration (proposition 1'). Supposons qué¢ soit croissante, de sorte que pour toute
{0,...,n}, f(ait1) = f(a;). Alors pour toutn € N*,

n—1
RL() = Balf)] = =213 flaren) — flar)
b—a nio
= Zf(aiJrl) — f(ai)
=0
b—a

Puisque(b — a)(f(b) — f(a)) est une constante réelle, il s’en suit par le théoréme d’encadrenuent q
|R,(f) — Ru(f)] —— 0. De plus,

n—oo

R, (f) = I(H)] < [RL(f) = Ra(f)| + | Ra(f) — I(f)],

ce qui nous permet de conclure, par le méme théoremeRug) —— I(f).
n—oo

Par construction de ces deux suites, et puisfjest supposée croissante, il est évident qu’elles encadrent
I(f). Le cas ouf serait décroissante se traite de la méme maniére. [
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démonstration (proposition 2)
— Pour toutn € N*,

/:Jrl ) de = Z /:““1 z)dx = Z(Cbi-H — a;) 7i(m;) = hz Fmy).

L’avant-derniére égalité provient du lemme suivant :

Lemme 1: Soitg : [, 5] € R — R une fonction affine. Alors on a I'égalité suivante :

Lﬁg(w)de(ﬂ—a)g<a;B>-

o

Q

o}
w‘—i———— -
Iy

Ry p—p—

démonstration (lemme 1)

/aﬁg(x) de = /:}(ax +b)de = [gw + bx]ﬁ B %(52 —0®) +b(3 - a)

- (6-a) (a“‘;ﬂw) :<ﬁa—a>g(a;ﬁ),

d’ou le résultat. [ |

— Définissons pour toute {0,...,n — 1} la fonction suivante :

h h
(U [—272}

—R
mi—&—t
t »—>/ f(x)dx

NotonsH = [~h/2,h/2] et H® =] — h/2, h/2]. Puisquef est de class& par hypothésey est
de classes®, et pour tout élément € H, ¢'(t) = f(m; +t),0"(t) = f'(m; +t) ety (t) =
1" (m; 4+ t). On peut ainsi appliquer la formule de Mac-Laurin (i.e. Taylor-Lagrammo0. . .), ce qui
nous donne :

2 3
VEeH, Gec H | w(t) = b(0) + t/(0) + %M(O) + %W (e).

On applique alors cette formule respectivement/a et —h /2, ce qui donne :

h h = W
0(3) = 00+ G fom)+ 5 S+ g i+,

2
h h R W
o(=5) = w0~ smy+ i m) — g £m .
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Par suite, en faisant la différence, on trouve
h h 2h% ,
P <2> - <—2> =h f(m;) + Ty f(mi+¢).

Or ¢ <Z> -9 <—Z> = /az+1 x)dx —/ f(z /GZH f(z)dz, donc
b n—1 @it n—1 n—1
[ @@= [ sa)de - w(ﬁ)—w( 2) = X b + o )
a i=0 v %i i=0

i= =0

Il s’en suit que

n—1 n—1
hS
‘I(f)_ Z[hfmz +f//mz+5:|_h2fmz \72 f//(mi+€)‘
=0 =0
n—1 n—1
(b— a>3 1 (b— a)g 1 (b— a)3 1
< = — .
T 2o S FI< S ) sl f] r Sl S|
i=0 [a17a1+1] =0 [avb} [G'?b}
Le théoréme d’encadrement permet alors d’en déduire la conmeedd,,(f) —— I(f). |

démonstration (proposition 3)
— Pour tousn € N* eti € {0,...,n— 1}, I'aire du trapéze formé entre les points d’abscissgsta; 1

est
flai) + f(ait1)b—a
2 n
En faisant une somme de l'aire de tous les trapézes, on trouve alors :

n—1 n—1
fa;) +f (aix1)b—a  b—a [ f(ag)+ f(an) 2 f(a;)

— Pour linstant, fixons dans{0,...,n — 1}, et considérons l'intervalld; = [a;, a;+1]. Définissions
alors pour toutr € I; et un élément € ]a;, a;4+1[ la fonction
f(6) —t(0)

P@) = f(@) = t(a) = g2 S e (= (e = aisa),
de sorte quep(6) =

On constate alors que est de class& sur I; (en tant que somme dequi est%? par hypothése,
t affine et doncg*°, et une fonction polynéme de degré 2). Par application du théoreme lies Ro
puisquep(a;) = p(ai+1) = p(8), il vient qu'il existe deux constantes € |a;, 0] ete; € 10, a;11]|
telles quey’(d;) = ¢'(e;) = 0. Mais puisquel; < e;, on peut a nouveau appliquer ce théorémg' a
pour en déduire que

de¢; € ]di, ei[ C ]ai, ai+1[ | QOH(CZ') =0.

Par calcul, on peut écrire que tout€ [; vérifie I'égalité

f(0) —t(0)
(0 — ai)(0 — ait1)’

P (@) = 1) -
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et combinée &"(¢;) = 0, on en déduit la suite d'implications suivantes :

1"
¢
f0) —t(0) = / ( ) (0 —a;)(0 — aiy1)
1
= 1fO) —tO] <5 sup [f]1(0 - ai)(0 = ait1)]
a17a2+1}
az+1
= / t(0)]d0 < = sup \f”\/ 0 — a;)(aiy1 —0)dé
2 azyaz+1
az+1 1 (az'+1 _ i)S B3 .
= / HO)do < 5 sup |17 T I = sup ().
2 [ai,ait1] 6 12 lai,ait1]

Finalement, il ne reste qu'a sommer chacune des inégalités selofd, ..., n — 1} :

b
1(f) = Tu(f)] = D)de = [ ta)da| =| [ @) = o) da
a7,+1
< /\f ) t(x ]dm—Z/ 2)| dz
n—1 P
h? < (b—a)® (b—a)®
< Y5 s |fI< sup || = sup | f"].
Z-z; 12 lai,ait1] ; 12n3 [a,b] 12n? [a,b]
3
Du fait que(b sup | f”| soit une constante réelle, le théoréme d’encadrement permet dei@nc
[a,b]
queTy(f) —— I(f)- u

démonstration (proposition 4)
— Lemme 2 (formule des trois niveaux) Si ¢ est un polynbme de degré au plus a 2 défini sur un
intervalle[a, 3], alors

/j p(r) da = ﬁga («P(a) +4¢(#) +90(6)> :

démonstration: lemme 2 [ ]

PosonsP(t) = ut? + vt + w. Alors

Jé] 310 218 3 3 2 2
[ewas = wlG] av[G] remt=n TS P e - a)

31, 2], 3 2
- ﬂ_Ta (2u(8” + aB + o®) + 3v(a + ) + 6w)
_ f-a [(szaw)ﬂ(uoﬂwwﬂ
i 4
a+ i
14

5 +w)+(uﬂ2+uﬁ+w>]

= ﬂga<¢( )+490< ;5)+¢<ﬁ>>,

d’ou le résultat recherché. [ |
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L'égalité est donc immédiate : on applique ce lemme sur chaque intefualte ], puis il suffit de
sommer chaque égalité pour arriver a ce résultat.

— Considérons I'application suivante :

h
o {O, 2] — R
m;+t t 25t5

t — - f(zb)dx_(f(mi_t)+f(mi+t)+4f(mi))g+m14’

~ 7 - - h
ou A est un réel qui annule au points.

Par application du théoréme de Rolle (aprés avoir vérifié que c’esilple3s ¢ sur I'intervalle [0, %],

on obtient I'existence d’une constargtes |0, 2| telle queg/(¢) = 0. Or pour toutt € [0, 4],

1
¢'(t) = flmi+t)+ f(m;—t)— §(f(mi —t) 4 f(mi+1t) +4 f(my))
s ) — (s — 1
3(f (m; +t) — f'(m; —t)) + St A
On applique & nouveau ce théorem¢'apuis a¢”, et on en déduit I'existence d’un élémerg |0, %[
tel que¢®) (¢) = 0, d’ot (on calcule comme ci- desspi$) () puis on traduit I'égalitép®) (¢) = 0) :

FO(m; +¢) — O (m; — Q)

A= %

Appliquons alors la formule des accroissements finf§asur l'intervalle [m; — ¢, m; +¢], elle nous
donne une constantedans ce dernier qui vérifie alord = £(¥()\). En conclusion,

5

2880

P\ [ h
6(5) = [ #@rde = G0+ flarn) + 4 5m) + 555 O =0

2

et I'on en déduit enfin la majoration suivante :
h5

<— @),
= 2880 [grar £

i,0541]

/l‘1i+1 f(.%') do — %(f(al) + f(ai-‘,-l) + 4f(ml))‘

On peut maintenant conclure quant & la majoration de I'erreur. En effatsomme les inégalités
appliquées a chaque intervalle de la subdivisiorjdé)] :

b n—1
=50 = || J@dr=3 %(f(a") +4f(mi) + f(ai+1))‘
“ i=0
n—1 Qi1 "
= ; </al f(z)dz — g(f(ai) +4 f(m;) + f(az-ﬂ)))‘

n—1 n—1

hd (b—a)d (b—a)d

< @ <« E @) <« ()]
= — 2880 [ais}il] |f ’ = pa n Sl’Tp ’f ‘ = n Slfp ‘f ‘

La convergence annonceée se déduit alors du théoreme d’encairem |
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78.4 Commentaires

1. Pour la propositiort’, il est stipulé que les suitegR,(f)), . €t (R (f)), . encadrent(f) et
convergent vers cette méme valdyy). Il est important de souligner que ces suitessont pas
adjacentes!! S'il est facile de montrer que leur différeterad vers), il est impossible de montrer
que 'une est croissante et I'autre décroissante, sauisidivise notre intervalléz, b] en 2 & chaque
étape, autrement dit de considérer les suifs (f)), .. et (Ron(f)), .-

Pour s’en convaincre, considérer la fonction

f : [Oa 1] - [Oa 1]
cos(10mz) — 1
107 '

x — T+

On vérifie sans peine qug est strictement croissante siir 1] (pour étre plus précis, sa courbe
est de Lorenz, c’est-a-dire que la fonction est définie[8ur], y est strictement croissante, que
f(0) = 0 et f(1) = 1, et enfin que tout: € [0, 1] vérifie 'inégalité f(z) < z). Si I'on pense
que les suite$R,,(f)) et (R, (f)) sont respectivement croissante et décroissante, il seffiédfier
queRs(f) < Rs(f) etRL(f) > R)(f), ce qui suffit & dire que ces suites ne sont pas adjacentes. ..

2. La deuxieme remarque de 1.1 et la deuxiéme de 2 sont deart&siiers de la méthode d’accéléra-
tion de Richardson-Romberg. J'ai tenté de la développer dateslecon, mais le manque de temps a
I'épreuve ne m’avait permis que de citer cette méthode oraite. Elle ferait plutét I'objet d’'un para-
graphe spécifiqgue dans une lecon d’agrégation, et n’eshgapensable ici. A noter que la remarque
de 1.1 fournit une accélération de convergence qui ne rg@aisedans la méthode de Richardson-
Romberg, mais s’en inspire.

3. La proposition 4 aurait pu étre un théoréme, bien qu’eéd@porte pas plus d’informations que les
autres propositions (elles se ressemblent toutes commegbeittes d’'eau!). Cela dit, c’est la mé-
thode implantée actuellement dans la plupart des machiasuer, lorsque 'on demande de donner
une valeur approchée d’une intégrale connue, ou lorsq@gitiel de calcul formel n’arrive juste-
ment pas a déterminer la primitive d’une fonction. Pourecetéme proposition, il existe une alter-
native de démonstration ne supposant pas connue la can3i&itqui apparait dans la majoration.
Elle ne sera pas développée ici parce qu’elle est longuataimement moins facile a retenir qu’une
simple constante. ..

4. Les méthodes générales de Newton-Cotes sont donnéestjihasexistentiel qu’instructif. Il n’est
pas demandé de retenir toutes les constakitesais il est toujours bon de savoir qu’une telle mé-
thode généralisable existe, et savoir en donner les taaga\oir que la fonction est approchée par
son polynéme d'’interpolation de Newton ali% 1 points équidistants).

5. Le point 3.2 aurait une meilleure place dans une lecorrégagion, d’autant plus que cette méthode
est rarement étudiée au cours du cycle universitaire. Celie @it de proposer cette méthode, méme
oralement, ouvre le débat a la pertinence du choix pour titdlune intégrale définie : faut-il plutot
augmenter le nombre de divisions de l'intervalle, I'ordesld méthode ou choisir des points non
forcément équidistants ?

6. Les différentes annexes ont été crées grace a Maple K.dVielent que I'on ne disposera pas d’'un
tel matériel le jour de I'oral. Pour ceux que c¢a intérességta en seconde annexe a ce document
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une capture d’écran donnant un programme tournant sur TageyY00 calculant une intégrale par
la méthode des trapezes (la partie tracage peut naturelteédtre omise. . .). Jattire I'attention aussi
sur le fait qu’on voit sur les figures de Maple une évaluatiei@reur commise : il s'agit de I'erreur
entre I'intégrale calculée par la méthode correspondamfigure et celle que Maple calcule en valeur
approchée, eton la valeur de l'intégrale. Maple n’est pas infaillible, ettfaussi quelques erreurs
d’arrondi en calcul approché. ..

. J’ai mis toutes les démonstrations, un peu plus détaitj@e dans la plupart des livres ou I'on peut les

trouver. Puisqu’aucune démonstration n'a été faite petrldgorésentation (trop longues), je n'avais
pas jugé utile de placer les outils utilisés en pré-requss\vair :

— Formules de Taylor (prop. 2),

— Théoreme de Rolle (prop. 3 & 4),

— Formule des accroissements finis (prop. 4).



