LECON N° 75 :

Applications de la dérivation a I'étude
d’extremums éventuels d’'une fonction
numerique d’'une variable réelle. Exemples.
L'exposé pourra étre illustré par un ou des
exemples faisant appel a I'utilisation d’une

calculatrice.

Pré-requis:

— Notions de continuité et de dérivabilité ;
— Formule de Taylor-Young;;

— fcontinue= 3m, M | f([a,b]) C [m, M].

Soit 7 un intervalle de&R non réduit a un point et : / — R une fonction.

75.1 Extremums

Exemple d’'introduction :

i ; L . T maximumglobal 5 +
Soit f la fonction, dont la représentation

graphique se trouve ci-contre, définie par :

f:[-2,2] — R
T — \/|(a:+1)(x—1)3].

Remar ques 1:

maximums Iocaux\
— Si I était ouvert, on n'aurait pas de maxi-
mum global en-2.

— Par conséquent, un maximum ou minimum V
T

global peut ne pas exister. _'2 _*i\ inimUmS globau)/i 9

et locaux

Définition 1 : Soit a € I. On suppose que est compact.

e On dit que f admet un maximum global (resp. minimum global) ensi pour tout € I, f(x) <
f(a) (resp. f(x) > f(a)). Dans ce casf(a) est appelémaximum (resp. minimum) def sur I.

e Ondit que f admet un maximum local (resp. minimum local) em s’il existe un intervalle ouvert J
contenanta tel que pourtoutx € J N I, f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a)).
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75.2 Recherche d'extremums

75.2.1 Condition nécessaire

Théoreme 1 : Sif est dérivable enxzy € I' et admet un extrémum local enzg, alors f’(xy) = 0.

démonstration: Il existeh > 0 tel que pour toutr € Jzg — h, zg + k|, f(z) < f(xo) en supposant
par exemple qu¢ admette un maximum local ef3. Soit alorsg la fonction continue définie par :

g: \{zy} — R

L f@) = o)
Tr — X0
g est positive sufzy — h, zo[ et négative sufzg, o + k[, d'oti g(r) ——— 0, soit f'(zo) = 0. MW
T — o
T # x0

Remar ques 2:
1. La dérivabilité n'est pas nécessaire pour avoir un extremum : gan@e, la fonctionz — |z| n'est pas
dérivable en 0, mais admet un minimum global en 0.
2. La réciproque n’est pas toujours vraie. En effet,z — 22 vérifie f’(0) = 0, mais n’admet pas d’extremum
en 0.

Conséquence Les extremums sont donc a chercher parmi :
o les points dg° ou f est dérivable de nombre dérivé nul;

¢ les points ouf est non dérivable ;

o les éventuelles extrémités de

\ Définition 2 : Ces points sont appelégoints critiques def.

Théoréme 2 (de Rolle) : Soitf : [a, 3] — R continue sur [«, 3] et dérivable sur]a, 3], telle que

f(a) = f(B). Alors

3+ €la Bl F'(7) = 0.

démonstration: Si f est constante, tout point de, 3[ admet son image paf pour extremum local,
donc d’aprés le théoréme } = 0 sur]a, 3.

Supposons alorg non constante. Of continue implique I'existence de deux nombres: M tels que
f([a, B]) C [m, M]. L'une des bornes différe d&«), par exemplel/ > f(«). Soity € ]a, [[ tel que
f(v) = M, de sorte qug’ admette un maximum global enD’aprés le théoréme 1/ (v) = 0. [

Interprétation graphique :
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Corollaire 1 : Soit f continue sur I, dérivable sur I°.
(i) Si f/ > 0sur I’, alors f est strictement croissante sud ;
(i) Si f’ < OsurI’, alors f est strictement décroissante suf ;
(i) Si f’ = 0surI’, alors f est constante sur.

démonstration: Le point (i) a été démontré dans la démonstration précédente. Montions jgar
exemple le point (i). Soiemtd € I tels quec < d. On veut montrer qué(c) < f(d). On définit une
fonctiong par
g:le,d — R
f(d) — f(c)

d—c
qui est clairement dérivable sue, d| et continue surc, d]. De plus,g(c) = g(d) = f(c), donc le
théoréme de Rolle nous assure qu'il existe |, d] tel queg’(e) = 0. Or, pour toutx € |¢,d[, ona:

g@) = ) - 1D,

z — f(z) - (@ =),

Donc

_ - hypothe
O — f’(e) _ f(dzl — Z(c) o fl(e) — f(d; - f(C) ypgt eseo'
Puisquec < d, cette derniére inégalité implique quéd) — f(c) > 0, c’'est-a-diref(c) < f(d). Le
point (ii) se montre de maniére totalement analogue. [ |

Remar que 3 : Ce résultat est admis au lycée. ..

75.2.2 Condition suffisante

Théoreme 3 : Soienta € I" et f dérivable sur I’. Si f/(a) = 0 et f’ s’annule en changeant de signé

alors f admet un extremum local ena.

démonstration: On suppose qu'il existe > 0 tel que (par exemplef’(z) < 0 sur]a — h,a[ et
f'(x) > 0 sur]a,a + h[. D’aprés le corollaire précédentf est alors strictement décroissante (resp.
croissante) sufa — h, a| (resp.[a, a + h]). Donc f(a) est un extremum local. |

Théoréme 4 : On suppose qug est deux fois dérivable au voisinage de, f'(a) = 0et f”’(a) > 0
(resp. < 0). Alors f admet un minimum local (resp. maximum local) ena.

démonstration: Supposong”(a) > 0. Alors on a, grace a la formule de Taylor-Young appliquée a
ena, que pour toutr € [a — h,a + A,

f(x) = f(a) + (x —a)f'(a) + 1(ac —a)?f"(a) + 0((56 — a)2) aVECO((a: — a)2) —0

2 r—a
(x —a)?f"(a) + 0((:1: — a)Q) car f'(a) =0
(@~ aPF"(@) + o{(z - @)?).

Posonss = % (z — a)?f”(a) > 0 quandz # a. Alors il existen > 0 tel que|z —a| < netz # a
impliquent‘o((m—a)2)| < e.Dou f(x)—f(a) > 0quandx € [a—h,a+h]\{a},doncf(x)—f(a) >0
quandz € [a — h, a + h]. Par définition,f (a) est alors un minimum local. |
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Remar que 4:
— La condition est suffisante, mais pas nécessaire. Par exemple, ptarionction

1 .
x2<2—sinx> Siz #0
0 siz =0.

frxr—

Pour tout réek;, on af(xz) > f(0) = 0, donc0 est un minimum global. Maig, bien que dérivable sik, n"admet
pas de dérivée seconde @n
— Le théoreme 4 peut étre généraliseé :

Corollaire 2 : Soit p € N*. On suppose quef estp fois dérivable au voisinage dea avecVi €
{1,...,p—1}, fD(a) = 0et fP)(a) # 0. Alors:

(i) si p est pair, alors f posséde un minimum (resp. maximum) local sif(® (a) > 0 (resp.
P (a) <0);
(i) si p estimpair, alors f ne possede pas d’extremum local.

démonstration: Sip est pair, la démonstration est analogue a celle du théoréme 4. Suppeakns
p impair. Alors, la formule de Taylor-Young appliquéef&na a I'ordre p donne finalement, sous les
conditions du corollaire

f(z) — f(a) = pﬂ(z — a)fP)(a) + o((x — a)?).

La fonctionz — (z — a)?f)(a) change de signe em et o((z — a)P) est négligeable devant cette
fonction, doncf(a) n’est pas un extremum local. [

75.3 Exemples

Exercice: Existe-t-il une valeury pour laquelle la fonctiorf, définie sufR par
1
f(z) = asinz + 3 sin(3z),
u
admet un extremum local ez??

Solution : On constate déja que f est dérivable sur R (il N’y a donc pas de points ol f n'est pas dérivable) et il n'y a pas
d’extremums aux extrémités. De plus, pour tout réel z, on a f/(z) = a cos z + cos(3z), ce qui implique que f'(7/3) =0 < a = 2.
Il vient que

f(z) =2sinz + %sin(i’:z).

Reste donc a savoir si f(m/3) est un extremum local :

Vi (E> = 2sin > —3sinm = —v/3 <0,
3 3

donc d’aprés le théoréme 4, f(7/3) est un maximum local pour a = 2. &

Exercice: Soient# : y = \/z et A(3, 3). Déterminer, si elle existe, la distance d& %

Solution : Notons déja que

d(A,¢) = min d(A, M) = min AM.
Me€ MecE

Faisons un dessin pour mieux voir les choses :
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A
51 %
\
\
\
21\
\ €
\
LT M
0 f f f f
Notons z I'abscisse du point M. Alors 0 1 2 3 4
) 1 s 1 , 37
AM(z)* = e +(B-Vvaz) =2 —m+1+9—6\/5+x:x +I—6\/§

2
= (AM(2)) =2z — ?
On en déduit que (AM(m))' s'annule en z ~ /1, 31. De plus, (AM)"(1/1,31) ~ 3 > 0 donc d’apres le théoréme 4, le point
M(l, 31,1, 31) réalise le minimum global sur ]0, +oo] de la fonction  — AM (z). La distance vaut alors environ 2, 0246.

Reste & voir pour M (0,0) (car x = 0 est une extrémité et un point ou f n’est pas dérivable). On calcule aisément que dans ce
cas, AM = 3,04 > 2,0246.

Conclusion : La distance de A a € existe, vaut environ 2, 0246 et est réalisée pour M(l, 31,1, 31) € €. Le point M correspon-
dant a été rajouté sur la figure. Voici enfin les calculs effectués a la calculatrice :

T FE ] 1 & F5v [ Fu™ FE FE™
=ZE?,?:s-5~TPr~ngEI]:Z: i |v E Algebra|Calc Dther‘TPr*ngDTElean Up
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(zam X'Z:' (am = 5] * ant:) W1 | w approsxm 1.31037
- SDIUE[EEEN(KH =8, x] * %l ® approx amt ) | x = x@) 2.02455
approxtam{x) | x=x0> approxCamnix) | x=x0>
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