LECON N° 72 :

Croissance comparee des fonctions réeelles
r—— el r— x%etax— Inx au
voisinage de +oco. Applications. Lexposé
pourra étre illustré par un ou des exemples
faisant appel a I'utilisation d’une
calculatrice.

Pré-requis:

— Fonctions citées dans le titre : définition, sens de variaidimites entoo;

— Droite réelle achevée, voisinage épointé d’un paife R, noté”? (z) ;

— Opérations élémentaires sur les limites, théoreme d’ereradnt, ainsi que le théoréme de composition
des limites : « Soienf : D — Retg : E — R,0ouD,E C R tels quef(D) C E. Soient

(a,¢,L) € D x R%, o0/ = lim f(x)etl = lirr}g(x). AlorsL = lim g o f(z). »

Dans toute la legon;, désigne un élément de.

O Larelation de prepondérance

1Y%

Définition 1 : Soient f, g deux fonctions ne s’annulant pas sur?’(x,). On dit que f est négligeablg
devantg (au voisinage dex,) Si
lim /()

T—T0 q (,:C)

Zo

On utilisera la notation de Landau : f = o(g) (ou f = o(g) S’il y a confusion).

= 0.

Proposition 1 :

e Larelation o est transitive ;

e Soient f, g deux fonctions ne s’annulant pas sur/' (o). Alors la relation P définie par f P g <
((f = gou f = o(g)) estune relation d’ordre.

démonstration:
e Soientf, g, h trois fonctions ne s’annulant pas suf(z) telles quef = o(g) etg = o(h). On utilise

la définition :
o F0) o F@) (@)Y (9
i it = i e = () (i 77 ) =o
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doncf = o(h).
e On vérifie facilement qu® est réflexive, transitive et antisymétrique.
Ceci achéve la démonstration de cette proposition. |

Remar que 1 : Puisque la relation est transitive, on utilisera par commodité la notation de Harfly= o(g) <

f<guf2o(g) < f < g s'ily a confusion). Cela nous permettra notamment d’écrire plus intuitiveones
f < g < h. Dans la suite, on se permettra méme d’écrire par abus de lafigage g(x) pour dire quef < g.

72.1 Croissance compareée entre une fonction puissance et In

Théoréme 1 : Pour tout réela strictement positif,

“+oco
Inxz < x°.

démonstration: Soita un réel strictement positif.

Vu>1, 0<hu<u = Vz>1, 0<n@Y?) <z¥/?
= Vaz>1, 0<%1n:v<l‘a/2
—a 2 —a/2
= Vr>1, 0<az %he< -z .
a
. 2 _a Z pY 1
Or lim — 2z~ 2 = 0; donc le théoreme d’encadrement permet de conclure. [ |

T—00 @

Remar que 2 : Sia est négatif, alors on a* < Inz au voisinage de-oo (le quotient n’est alors pas une forme
indéterminée !).

. ~+o0
Corollaire 1 : Pour tout couple (b, c¢) € R% X R,ona(lnz)® < z°.

démonstration: Le résultat estimmédiat 8i< 0. Supposons alors > 0. On a ainsi

(Inz)®  (Inz\°
zb T \ gble )

Puisqueb/c est un réel strictement positif, le théoréme 1 nous assure que le quetieatparenthéses
tend ver9) en I'infini. Par application de la fonction continu& — X, on en déduit que

(Inx)©

lim .

r—o00 I

=0,

d’ou le résultat. [ |



Croissance comparée @dgp, In et puissance en-oo 3

72.2 Croissance comparee entre une fonction puissance et exp

Théoréme 2 : Pour tout réela,

¢ K e”.

démonstration: Soita un réel quelconque. Alors

: — ¢ Inz—z _ e:v(alnT‘"”fl)'
e

Le théoréme 1 et celui de composition des limites permettent alors de onclu [ |

. —+ oo
Corollaire 2 : Pour tout couple (a,b) € R} X R, on azr® <« e,

démonstration: Le résultat estimmédiat i< 0. Supposons alors > 0. On a ainsi

b zha\

ear | e '
Puisqueb/a est un réel, le théoréme 2 nous assure que le quotient entre parestieéskvers) en
I'infini. Par application de la fonction continu& —— X%, on en déduit que

b/a @
lim (f”x ) —0,
T—00 e

d’ou le résultat. [ |

Récapitulons ce que I'on a démontré jusqu’a présent :

¥V (a,b,¢) € (RY)?,  (Inz)" < 2’ < e

Remar que 3 : Posonsf, .(x) = e* 2° (Inz)° pour des réels, b, c quelconques. Définissons aussi la relation
d’ordre lexicographique pour deux triples, b, c) et (a’, ¥, ¢’) deR3 :

(a,b,c) L (d',V,d) & (a<d)ou(a=d etb<b)ou(a=d,b=1Vetc< ).
Il est alors facile de voir que
v ((l, b7 C)a (a/7 blv CI) S ]R37 fa,b,c P fa’,b’,c’ g ((1, b) C) L (a/7 b/7 cl)7

de sorte que la relatioR sur I'ensemble de fonctions: — e 2° (Inz)¢, a, b, c € R} estune relation d’ordre total.
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72.3 Applications

72.3.1 Branches infinies

| Fonction | Limite calculée | Branche parabolique de direction Asymptote |
In lim 2% =0 (Oz) en4o00 —
exp lim < = 400 (Oy) en+o0 -
r—/x—Inz lim @:O (Ox) en+oo -
r—r+1+2e” | lim #HE2e " — (Ozx) en—oo y=x+1len+oo
72.3.2 Calcul de limites
Inz
Exercice 1: Etudier la limite er+-oo de la fonctionr —— ﬁ
nx)®

démonstration:

xlnz _ (xh‘;E)x _ ex(ln (mlnzw)_lnlnx) _ ex<1n (elniw)—lnlnx>.

(Inx)* Inz

Par le théoréme 1 et le théoréme de composition des limites, on en dédud tonrte du quotient
ci-dessus vaut 0 efrco. [

Exercice 2: Etudier la dérivabilité el et 1 de la fonction définie sup), 1] suivante :

exp(ﬁ) si0 <z <1,
0 siz=1.

démonstration: f est clairement continue si, 1] et dérivable sut0, 1[, avec pour tout: € 10, 1|,

f(z) = —1(lnx)2exp< ! )

T Inz
On en déduit donc les limites

lim f'(z) = —o0 et lim f/(z) =0,

z—07F T—1-

de sorte quegf est dérivable en, mais pas elf. [

Exercice 3: On définit la suitgu,),, ., par son terme géneral

Uy
VneN, un:/ x
o 1+nx

n+1

Montrer que la suitéu,,) converge vers.
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démonstration:

1 n+1 1 n—1
Vze [0,1,0<z" <"t = og/ < dxg/ T dz
o 1+nx o 1+nx
1
1
= 0<u, < |— In(1+nz)
n? 0
In(1
n(l+n) 0.

n2 n— oo

= 0<u, <

On conclut alors par le théoréme d’encadrement. |

72.3.3 Lafonction Gamma d’'Euler. ..

Exercice 4: Considérons les intégrales dépendant d'un parametré suivanteq :

h 1
o(h) = / Fletdr et (k) = / et .
1 k

Montrer quep et admettent des limites finies respectivementen et0.

démonstration: Attaquons tout d’abord la premiere fonction. Pour tout réel> 0 fixé, on a
tx—l—l

#=le=t & 72 car Jim —— = 0 par le théoréme 2. On en déduit I'existence d’un rdel> 1
— 00 e
tel que pour tout, > A, fj " tet dt < X%, et donc

h
/ t*letdt <
A

1
-2 <
h

|
|

La fonctiony est donc uniformément bornée en tant que somme d’une quantitéebetrd&in réel fixe
(flA), pour touth > A, donc admet une limite finie quahd— cc.

. X . , L 0
Passons maintenant & la seconde fonction. Pour tout #éet 0 fixé, on at* le™t < ¢ 2 car
tl‘—‘rl

%ir% — = 0 (pas de forme indéterminée). On en déduit I'existence d’'unaeel 0 tel que pour
— e

toutk <e, [Jt*tetdt < [ 4, etdonc

€
/ t*~le bt dt <
k

Pour la méme raison que précédemment, la foncti@dmet une limite finie lorsque — 0. [

<

m | =

| =
| =

Remar que 5 : On vient de montrer que l'intégralg™ t*~! e~ dt est convergente pour tout réelce qui définit
la « fonction gamma d’Euler », noté&x).
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72.4

Représentation graphique
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