LECON N° 65 :

Inégalité des accroissements finis.
Exemples d’applications a I'’étude de suites
ou de fonctions. Lexposé pourra étre
illustré par un ou des exemples faisant
appel a l'utilisation d’'une calculatrice.

Pré-requis:

— Notions de continuité, dérivabilité ;

— Théoreéme des valeurs intermédiaires ;
— Intégration.

Le plan affine euclidien”” est rapporté au repére orthonor(dé 7, 7).

65.1 Théoreme des accroissements finis
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Théoreme 1 : Soitf : [a,b] — R, continue -
sur [a, b], dérivable sur ]a, b[. Alors il existe 9%
un réel ¢ € Ja,b| tel que f'(¢)(b — a) = /
f(b) — f(a).

Interprétation géométrique

flay--

Il existe au moins un point deéa,b[ ou la ‘
tangente a la courb#) est parallele a la droite |
(AB), avecA = (a, f(a)) et B = (b, f(b)). |
|

\oir figure ci-contre : i
|

|

|

|
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démonstration: Soitg la fonction définie sufa, b] par

g9(x) = f(b) = f(z) = (b—x)

g est continue sufa, b], dérivable surja, b[ et vérifieg(b)

f(0) — f(a)

g@) = —f@)+

et I'égalité ¢’(c) = 0 donne alors :

Le théoréme est ainsi démontré.

65.2 Inégalité des accroissements finis

)

=0 & flJb-a)

f() — f(a)
b—a

= g(a) = 0. Par le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe un réele Ja, b tel queg’(c) = 0. Or, pour toutz de l'intervalle]a, b],

Théoréme 2 : Soitf : [a,b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur]a, b[. S'il existe deux réels
m, M tels quem < f’(x) < M pourtout = € ]a, b|, alorsona:

_f®) = f(a) _

h b—a

Interprétation géométrique

Notons%’ la courbe représentative giesur[a, b]. Soitx €

la, b]. f(b)

ocxza=>m(r—a)+ f(a) < f(x) < M(z—a)+ f(a),
o x<b= Mz —0b)+ f(b) < f(x) <m(z—0b)+ f(b).

onnoteZ : y = m(z—a)+f(a), 7' : y = m(z—b)+f(b),
A:y=DMa—a)+ fla) etA" : y = M(xz —b) + f(b).
Dans ce casg; est comprise dans le parallélogramme

délimité par ces quatre droites.
P g f(a)

\oir figure ci-contre :

démonstration On a:

< fl(x) M:m/ldm /f

= mb—a)<f

fb) - f(a)

& m< b
—a

et le résultat est démontré.

< M,

M(b—a)

f(0) = f(a).
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Corollaire 1 : Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur|a, b] et dérivable sur]a, b[. S'il existe
unréel M > 0tel que|f’| < M sur]a,b|, alors

|f'0) — fa)| < M |b — al.

démonstration: Reprendre la démonstration du théoréme précédent avec—M. [ |

\Définition 1 : Une telle fonction est alors appelééVI -lipschitzienne

65.3 Applications

65.3.1 Sens de variations

Théoreme 3 : Soitf : [a,b] — R une fonction continue sur[a, b] et dérivable sur |a, b[. On
suppose quef’(x) > 0 sur ]a, b[. Alors, pour tout « € [a,b],ona: f(x) > f(a).

démonstration: Soient: > 0 et% = {x € [a,b] | f(a) < f(x) + }. Montrons queZ. = [a, b)].

Montrons que %, # @ : Trivial, car a € %.. Soit alorsc = sup(%.) < b.

Montrons quec > a: f étant continue em, il existen > Otelquea < z < a+1n = f(x) >
f(a) —e,d'oba+n € %.. On en déduit que > a + 1 > a.

Montrons que ¢ € % : Par définition de la borne supérieure = lim(x,,) oux,, € %, Soit f(a) <
f(zy) + € pour tout entiern. f étant continue em, on af(z,) — f(c), d'ou f(a) < f(c) + ¢,
c'est-a-direc € %..

Montrons (par I'absurde) que ¢ = b: Supposons donc que< b, d'ou ¢ € |a,b]. Par hypothése,

f'(¢) =0.0r
Fle) — tm T T -
T—cC r—cC

Par continuité def enc, il existery > 0 tel quec < x < ¢+17/, impliquant alors quef (z) > f(c).

Puisquec € %, on a finalementf(a) < f(c) + ¢ < f(z) + . Pourz = ¢+ 1/, on trouve

f(a) < f(c+n")+¢, ce quiimplique que+ 1’ € %.. Ceci contredit I'égalité = sup(%:), donc

¢ > b. Or ¢ vérifie ausst < b (premier point de cette démonstration), donc finalemeant,b.
D'ou %. = |a,b], et pour toutr € % = |a,b], on conclut quef(a) < f(x) + ¢ donne l'inégalité
recherchée f(a) < f(z). |

Corollaire 2 : Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur[a, b] et dérivable sur]a, b[. Si f' > 0
sur ]a, b[ si et seulement sif est croissante sufa, b).

démonstration:
"<«<=": Soientz,y € [a,b] tels quer > y. Alors on a

r—y
"=": Pourtouty € ]a,b[, f est continue sufy, b] et dérivable sufly, b[. L'hypothesef’ > 0 sur
ly,b[ C Ja,b] assure par le théoréme précédent que pour towt |y, b[ (donc en faitr > y),

f(@) = f(y). |

fx) = fly) & f(z) - fly) 20=
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65.3.2 Encadrements

o Soit f : R — R définie parf(xz) = cos(z), continue et dérivable siR. Pour tout réel:, f'(x) =
—sin(z) = |f'(x)| < 1. Donc, par le corollaire 1, on a que pour tous réeét y,

|cos(a) — cos(y)| < [ —y]
(rappliquer sur[z, y| C R). De méme, pour tous, y € R,

|sin(z) — sin(y)| < |z — yl.

Exercice: Montrer que pour tous, y € R\ (5 + Zn),

| tan(z) — tan(y)| = |z — y|.

Solution :Ona:
1
2

Or arctan’(x) = 1/(z? + 1), donc pour tous X,Y € R, on a | arctan X — arctan Y| < |X — Y|. En prenant z et y de sorte que
X = tan(x) et Y = tan(y), on arrive au résultat demandé : |z — y| < |tanx — tany|. &

o On cherche a encadref105. On considére (z) = 1/ sur[100, 105]. Alors

PRI S RS R B

D’apres le théoreme 2, on obtient donc

< =
2100 20

1 1 d )
5(105 —100) < V105 — V100 < %(105 —-100) < 72 +10 < V105 < 20 + 10,

soit finalementl0, 227 < /105 < 10, 25.

65.3.3 Nature de certaines suites

Soientu, = Y_;_, 1 etv, = In(n) pour toutn € N*. Posonsf(z) = In(z), de sorte qug’(z) = L. Alors,
Six € [k, k+ 1],

1 1 1 thm2 1 1
k<z<k+1l & —<<—-<+- =" —<In(k+1)—-In(k) <~-.
PSR 1Sz Sk pr1 Skl =itk < ¢
En sommant, on trouve alors
"1 "1 1
1
o 1 1) <u, <1 1)+1— .
nn+1) <u, <lnn+1)+ — ]

On en déduit alors quém = +oc et lim U _q (on dit alors quéu,,) et(v,) sont équivalentes enoo).

n—oo n—oo U?’L
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Remar que 1 :Sif: [a,b] — R™ (R™ muni d'une norme euclidienne) continue $urb] et dérivable suta, b],
et pour tout: € Ja, b[, || f'(¢)|| < k. Alors pour touse, y € [a,b], || f(z) — f(y)|| < k|z —yl.

démonstration: On pose

o) = (12210, 1),

=Y
Il suffit alors de calculeky’(t), d’appliquer le théoréme de Cauchy-Schwarz afin de majorét)|, et
enfin d’appliquer le corollaire 1 a cette fonctian: [a,b] — R. |

65.3.4 Point fixe

Théoréme 4 : Soientf : [a,b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur|a, b[, etk € ]0,1[. On
suppose quef([a b]) C [a,b].Silona|f’(x)| < kpourtout € |a, b, alors I'équation f(x) = x
admet une unique solutionz* dans|a, b].

démonstration: Par hypothésef ([a,b]) C [a,b], donc f(a) > a et f(b) < b. Posons alorg(z) =
f(z)—x, de sorte qug(a) = f(a) —a > 0 etg(b) < 0. Grace au théoréme des valeurs intermédiaires,
il existex™ € ]a, b] tel queg(z*) = 0, soit f(z*) = z*.

Supposons alors que soit une autre solution de I'équatiofi(z) = z. Alors (par le corollaire 1),
|f(z*) — f(Z)| < k|lz* —Z| < (1 —k) |[z* — 2| <0.0kk # 1,doncongz* —z| <0< z* — 7| =
0<% =17. |

Corollaire 3 : Si f est une fonction vérifiant les hypothéses du théoreme 4, abia suite définie par
uo € [a,b] etpourtout n € N, u,11 = f(u,) converge verse* et I'on a la majoration de I'erreur
pour tout n :

|uy, — x*| < k™ |b— al.

démonstration f étant continue suju, b], on passe a la limite dans la relation la définissant, de sorte
que

lim u, = hm Upt1 = hm flup) = f( lim un),

donclim u,, est point fixe dg, c’est-a-direlim u,, = z*.

—2*| = | f(un—1) — f(2*)| < klu,—1 — 2*| par le corollaire 1. Une récurrence immédiate
montre qu’alors, pour tout entier naturel, |u, — z*| < k" |up — 2*|. Ora < ug < bet—b <
—z* < —a,donca — b < u, —2* <b—a s |lug—x*| < |b— al, etil vient que pour tout entiet,
|t — x*| < E™ |b—al. [

Exercice : Déterminer une valeur approchée au milliéme, pui$ & pres, de la solution de I'équation
3
x> +4r—1=0.

Solution : Pour tout entier naturel n, on définit la suite (u,,) de la maniére suivante :

ug =0
tng1 = 11 —un?) YneN.
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On se place dans [a, b] = [0, 1] et on y définit la fonction f(x) = (1 — 23). On vérifie que f(0) = 1 € [0, 1] et

1 1 1 1 63 1
Z)l=Z(1-=) == —=x0,246 0,—-1.
f<4> 4( 43) 16177 E{UJ
De plus pour tout z € 10, 1[ ona: f(z) = —% z? € [—% %,0] = [—%,0} ce qui implique I'existence d’'une constante
k= 2 €1]0,1] telle que |f'(z)| < k| pour tout =z € 10, %[ D’aprées le corollaire 3, la suite (uy,) converge donc vers une valeur

notee m , qui est donc aussi solutlon de I'équation f(z) = x d'apres le théoréme 4, c’est-a-dire solution de I'équation donnée.

Le corollaire précédent nous affirme aussi que pour tout entier naturel n,
* n « 3\" 1
|up — x| <E" |b—ql & lup —x*| < | — 1

On créé alors un programme sur la calculatrice prenant comme argument le premier terme de la suite (ici, 0), I'expression de la
fonction (ici, %(1 —x3)) et I'entier n, et la fonction renverra les valeurs exacte et approchée de u.,, ainsi que sa distance théorique
a la limite z*

Fzr ] Fur Far 1 Fer Fzr Fir FE Fer
- {— Cnntrnl I-0[ar Flnd Mode ] - Elﬁlgebr‘-all:alchther‘TF‘r‘-ngDTElean Llpﬁ

PlESLR. .

fPram
]
-expr(strlhg(?)&"+g(x)")

FDP i.l.n

g(r)+r

tEndFor

P CIAEd kL 25re

=D15E Iy SPPFOXIE D 8
[al=]

165€0,.1.-4%¢C1—x"3>. 3>

MAIN KEAD AUTO FUMC HMAIN EAD AUTOD FUNC 0/z0

r: Ly s "TF'PEINIDT.- L E.E;eﬁ
16527169
&7 1033864
L 2456274
M alalalayl)
MAIN RAD ALTO FUNC 1750

Les calculs donnent en fait : up = 63/256 ~ 0,246094 et [ug — z*| < (224 < ()% 1 = 155 = 6,25 - 1074, Par conséquent,
on en déduit qu'une valeur approchée de z* au millieme est z* = 0, 246.

On a aussi uz = 16527169/67108864 = 0, 246274 et uz — x*| < 0,000026 = 2,6 - 10~°. Finalement, une valeur approchée a
10~4 prés de z* est z* =~ 0, 2462.

Pour information, un logiciel de calcul formel donne z* = 0, 246266 . . . O
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