LECON N° 55 :

Etude des suites de terme général a”, nb et
n! (a € C,b € R,n € N*). Croissances
comparees. Exemples de comparaison de
suites aux suites précedentes. Lexposé
pourra étre illustré par un ou des exemples
faisant appel a l'utilisation d’une
calculatrice.

Pré-requis:

— Suites et propriétés : convergence, divergence, limiiegsextraites ;
— Fonctions logarithme et exponentielle, limites ;

— Théorémes : de récurrence, de comparaison, d’encadrement.

55.1 Suites de référence

55.1.1 Suite géométrique, utilité

Définition 1 : Une suite (u,,),,cy €st dite géométrique de raisogy € C si elle vérifie la relation de
récurrence suivante :
Vn € N, Unt+1 = qUnp.

On a alorsu,, = g™ uo (ou plus généralement, poul0 < k < n, u,, = q™ % uy).
q q

Exemple La suite(u,),, .y de terme général, = a" est géometrique de raisanEn effet,

+1

VneN u,=ad"" =a-d" = au,.

Théoréme 1 : On considére la suitéa™) (aveca € C). Dans ce cas,
(i) Si|a| > 1, alors la suite (a™) est divergente ;
(i) Silal < 1,alorsa™ —— 0.

n—oo

(iii) Si |a| = 1, alors (a™) est bornée mais divergente, sauf si = 1.
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démonstration:
(i) Ona

= " = ((al = )+ 1)" = 3 (1) el = 0 = 14 n(la] = 1) + Rala)
k=0

OU R, (la]) > Ocarl|a] —1 > 0.D’ou |a"| > 1+ n(]a|] — 1), impliquant|a”| —— +o0. Par
conséquent, la suit@:™) n’est ni bornée, ni convergente. o

(i) |a| < 1, donc| > L Posons alor$ = | E D’apres (i), b" oo, doncla™| — 0. Le
résultat s’en déduit (un nombre complexe dont le module teno[)vmsd lui-méme ver@)

(iii) On considére ici quda| = 1. Supposons alors que™) soit convergente, et notorfssa limite.
Remarquons qu’alor&:™| = |a|™ — 1, impliquant|¢| = 1. Alors le passage a la limite dans
I'égalité a"*! = a - a™ donnel = 26. oF?uisquew =1, ¢ estnon nul, dona = 1. [

Remar que 1 : Sia € R, on peut préciser que
— Sia > 1, alorsa™ —— +o00,

n—oo

Sia < 1, alors(a™) diverge, maisi®* —— 400 eta2k+1 —— o
—00
— Si0 < a < 1, on peut préciser de plus que&") est strictement décroissante ;
— Sia = —1, alorsa?* —— 1eta?k+l — - 1,
k—o0 k—o0

Lemme: Soit (uy,), . UNE Suite.
(i) Silexistek €]0, 1] etny € N tels que pour tout > ng, |u,11| <

—>0

(i) S’il existe k > 1 etny € N tels que pour tout > ny,

un—f—l |

démonstration:

(i) On montre par récurrence que pour tout € N, 0 < |upg4m| < K™ |up,|. Puisquelu,,| > 0 et
k €]0,1[, k™ —— 0. On en déduit que,, —— 0.
m—00

n—oo
(i) On montre par récurrence que pour tout € N, |ty 1m| = k" |up, |. PUuisquéuy,,| > 0 etk > 1,
k™ —— +00. On en déduit quéu,, | —— -t

m—00

Théoreme 2 : Soit(uy),y Une suite complexe non nulle a partir d’un certain rang IV,, telle que
| =21 | admette une limite£ de module fini : |¢] < +o0. Alors :

(i) Si|¢] > 1, alors |u,| —— +o0;

(i) Si|¢| < 1, alorsu,, —— 0.

n—oo

démonstration:
(i) Pourtoute > 0 tel quee < |¢| — 1, il existe un entietN > N; tel que pour toutr > N,

< | +e,

n

donc|up+1| = (|| — €)|un|. Le lemme permet alors de conclure.
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(i) Pourtoute > 0tel ques < 1 — |¢], il existe un entietV > N; tel que pour toutr > N,

u
0 < n+1

< +e<,
n
donc|up+1| < (|| + €)|uy|. Le lemme permet a nouveau de conclure.

[

Remar que 2 : Les suites géométriques sont en particulier utilisées pour I'étude des paids fn effet, si
(Tn),cn €St une suite définie pai(z,) = z,41 (00 f est une fonction donnée, vérifiant certaines conditions), alors

lLA.F.
|Tnt1 — x| = | f(zn) — f(zn-1)] < SuP|f,| N — wpal

Sil'on posek = sup|f’|, alors une récurrence montre que

Tpt1 — Tn| < K" |21 — 0]

55.1.2 Suite puissance

Théoreme 3:On a

(i) Sib > 0, alors la suite (n?) est strictement croissante, en® —— +oo.

n—oo

(i) Sib = 0, alorsn? = 1 pour tout n € N*.

(iii)y Si b < 0, alors la suite (n®) est strictement décroissante, et® —— 0.

n—oo

démonstration: On an® = ¢, etlnn ——— +o00. Alors

n—oo
(i) Sib> 0, alorsblnn —— 400, doncn® —— +oo.
n—oo n—oo

(i) Trivial!

(i) Sib < 0, alorsblnn —— —oo, doncn® —— 0.

n—oo n—oo

55.1.3 Suite factorielle

Théoréme 4 : La suite(n!) est croissante tend vers l'infini.

démonstration: Posonsu,, = n!, de sorte que

Upy1  (n+1)!

v o =n+12>21,
n !

donc(u,,) est croissante. De plus, pour toute N*, % > 2 > 1, donc le lemme permet de conclure
guant a la limite.
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55.2 Croissance comparee

Définition 2 : Soient (uy),,cy €t (vn),cy deux suites complexes, avew,,) non nulle a partir d’'un

. |u . .
certain rang. Si|—| —— 0, alorson dit que (u,,) est négligeable devanfv,,), et on noteu,, K wv,,.

n—oo
Un

Remar que 3 : Siles deux suites tendent vers l'infini, on dira que la s(itg tend plus vite vers l'infini quéu,,)

. Un
SI— —— 0.
Uy, N—00

Théoréme 5 ; La relation < est transitive.

démonstration: Soient(u,,), (v,) et(w,) trois suites complexes telles qug < v, etv,, < w,. On

a donc par hypothése q*gﬁ L oet|?| —— 0.De plus,
Un

n—oo Wy, | n—00
U, U, Un,
=2 2 ——0.
Wn, Un Wy, | n—oo
— 0 — 0
Au final, on a bien:,, < w,,. [ |

Théoréme 6 : Soient(a, b) € C* x Retn € N*.
(i) Sila|] > 1etb > 0,alorsn® <K a™ K n!;
(i) Sila| < 1etb < 0,alors1/n! K a™ K n®.

démonstration:

(i) Posonsu, = ™ de sorte que L] = |nELb . L.0r|a| > 1,donct < 1, eten

1,1
la] p—oo” lal |a]

utilisant le théoréme 2, on a que,| —— 0, d'olin® < a™.
n—oo

De la méme maniére, en posant= <, on a que 2+1| = dal 0, puis quglv,| —— 0
N n Un ntl g oo n—00
par le théoreme 2, donc qué& < n!.
(i) On procéde de la méme manieére :
1 Unt1 1 thm 2 1
Uy = ——— = 0 ="|vy — 0= = < a".
n' a™ Un ‘a|(n —+ 1) n—oo n—oo n'
a” n=b (), car —b>0 et|l|>1 n b
n n—o00

&

Théoréme 7 : Soient(c, 3,b) € (Ry)® eta € Ctel quela| > 1. Les suites((Inn)), (nb), (e®™),
(a™), (n!) et (n™) tendent vers l'infini, et on a

(i) SieP < |al,alors (Inn)* K n® K e K a™ K n! K n";
(i) Sie” > |al,alors(Inn)* K n® K€ a™ K " K n! K n".
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démonstration: On n’abordera que les points difficiles a démontrer :

(Inn)e

nb '

— Posonsu, = de sorte que

Inl
Inu, =Ilnlnn — ﬁlnn =lnn < nan b) .
« Inn «

0. Onadonc

Puisquel2ts —— 0 et—b/a < 0, il vient queln u,, —— —oo, doncu,,
n Ty —00

Ty — 00 Ty, —00

bien que(lnn)® < nb.

n!
— Posonsy,, = —, de sorte que
n

Upgyr _ (n+1! " :< n >n:<1+1>—n—>6_1'
n

U, n! (n+4 1)ntl n+1

Par le théoreme 2, on en déduit qug —— 0, doncn! < n™.

Ty —00
[
. . : - 2" 4+ nd
Exercice: Quelle est la limite de la suite de terme générak= Cr— ?
—n
Solution : On a, notamment grace aux théorémes 1 et 6 :
. C2ngnS 214 B ame . 2°(140) 2% gma
lim uw, = lim = lim ——= "=" lim ———= = lim — ="0.
n—oo n—oo TN —n8 n— oo 7n(1 _ ?T) n— oo 777-(1 — 0) n—oo TN
D’ou le résultat. &

55.3 A la calculatrice

Je ne vois pas beaucoup d’exemples possibles d’applicati@calculatrice dans cette lecon, mais je vais
guand méme donner un exemple de ce qui pourrait étre traité :

Soit (u,,),,cy 1a suite de terme général défini par

4n
V!

Up =

On calcule les dix premiers termes a l'aide de la calculatet 'on constate que la suite semble étre crois-
sante. On pourrait donc penser que—— +00 :
n—oo
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On affiche les valeurs de la suite.

Cette conjecture est fausse : en effet, le théoréme 6 nousagselcette suite tend vers 0. En calculant les
termes suivants, on remarque effectivement qu’a partir gel6, la suite devient décroissante. . .
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