LECON N° 54 :

Suites divergentes. Cas des suites
admettant une limite infinie : comparaison,
opérations algébriques, composition par

une application.

Pré-requis:
— Suites : définition, bornées, convergentes, extraitegjténie la limite (si elle existe) ;

— Toute suite convergente est bornée ;
— Limites de fonctions.

54.1 Suites divergentes

Definition 1 : Une suite reelle (u,,), oy est dite divergentedans R si elle ne converge pas dani.
Autrement dit,

VeeR,Ie>0|VNeEN, In>N||u,—~ >e.

Proposition 1 :
(i) Toute suite non bornée deR est divergente.
(i) Toute suite admettant une suite extraite divergente dglivergente.
(i) Toute suite admettant deux suites extraites de limite difféerentes est divergente.

démonstration:
(i) Siune suite est non bornée, elle ne peut pas converger, dondagel

(i) Soitu,(,) une suite divergente extraite de, ). Alors
VE>0,3e>0|VNEeEN, ¢n)=N=|uym, — ¥ >e

Puisquey est une application d& dansN strictement croissante, il existe un entiertel que
»(n) = m. On a finalement

V£>0,3e>0|VNeN, m=N=|up—I >c¢.

C’est la définition de la divergence de la suts, ).

(iii) On raisonne par I'absurde en supposant que la suitg) converge. Dans ce cas, la limite est
unique. Par conséquent, celle des deux suites extraites est nécessdila méme, ce qui est

absurde.
[ |




2 Suites divergentes

Exemples

1. Soit(u,) la suite de terme généra), = (—1)". On aus, = 1 etuy,,; = —1. Or1 # —1, donc la
suite(u,) diverge.

2. Soit(u,,) la suite de terme généra), = (—1)" x n. Cette suite est non bornée, donc elle diverge.

54.2 Suite admettant une limite infinie

54.2.1 Deéfinition

Définition 2 : On dit qu’une suite (uy,),, oy tend vers+oo (resp. —oo) si

VAeR,ANEN| n>2N=u,>A (resp.u, < A).

On note alors lim u,, = +o00 ouwu,, —— Foo.

n—oo n—oo

Proposition 2 : Soit (uy,),,cy Une suite croissante (resp. décroissante). Alor$im wu,, = +oo si et
n—oo
seulement si(u,,) est non majorée (resp. non minorée).

démonstration:

" n

=": évident...

<"1 (u,) est non majorée, donc pour todt € R, il existe N € N tel queuy > A. Or (u,,) est
aussi croissante, donc pour toate N, n > N = u, > uy > A. Au final, la définition de la

divergence de la suit@u, ) est vérifiée.
[ |
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Exemple Soit (u,), .- 1a suite de terme genéra), =
k=1

T =

(u,,) est clairement croissante . De plus,

RS B
n+1 on” 2n 2

Uop — Up =

Si (u,,) était convergente, on aurdin u.,, —u,, = 0. Or cette limite est supérieure @2, donc(u,,) diverge.
Par conséquenty.,,) est non majorée.

54.2.2 Comparaison

Théoreme 1 : Soient(u,,),,cy €t (vn),,cn deux suites telles quas,, < v, a partir d’un certain rang.
Alors

) lim uw, =400 = lim v, = 4o00; () lim v, = —oc0 = lim u, = —oo.
n—oo n—oo n—oo n—oo
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démonstration:
(i) Lalimite de(u,,) est infinie, donc

VAeR, AN, eN| n>=N; =u, > A
Or3 N, € N|Vn > Ny v, > u,. Finalement,
VAeR,IN =max(N;,N2) eN| n>N=0v, > A

D’ou le résultat.
(i) Ce point se démontre de maniére analogue.

[
Corollaire 1 : Pourtout @ > 1,0na lim a™ = +oc.
n—oo
démonstration a" = ((a— 1) +1)" > 1+ n(a — 1).
——
>0
Soitu, = 1+ n(a — 1). Il est clair que lim w,, = 400, donc lim a" = +oo. |
n—oo n—oo
. . . u
Corollaire 2 : S'il existea > 1 et N € Ntelsquen > N = u,, > 0et "t > g, alors
Up

lim u,, = +o00.
n—oo

démonstration: Pour toutm > N,

uﬂ: tm X oo X UN+1 >am—N7
UN  Um—1 un
donc lim ™ — +00, et puisquesy > 0, lim wu,, = +oo. [
m—00 U N m—00
Exemple Soit (u,), .- |a suite de terme général positif = 2—n
U n-+1 U 3 )
On a que— = , et pour toutr > 2, =L > = > 1, donc lim u, = +oc.
Uy, 2 Up, 2 n—00

54.2.3 Opérations algébriques

Théoreme 2 : Soient(uy,),,cy UNe suite qui tende vers+-oo (resp. —oo) et (v,,),,cy UNE autre suite.
Alors :

(i) Si (v,) estminorée (resp. majorée), alordim(u,, + v,) = +oo (resp. —oo);
(i) Si (v,) estminorée (resp. majorée) par une constante strictemenugsitive (resp. négative), alors

lim(u, - v,) = +o00;

1
(iii) Si u,, > 0 a partir d’'un certain rang, alors lim — = 0.

n—00 U,




4 Suites divergentes

démonstration:
(i) (vp) minorées 3m € R |V n e N, v, > m. De plus,(u,) tend vers l'infini, donc
VAeRINEN| n=2N=u,>A—m.
On en déduit que sous ces conditions+ v, > (A —m)+m = A. D’ou nli»nc}o Uy, + Uy, = +00.
(i) (vp) minorées Im e R |V n € N,v, > m > 0. De plus,(u,,) tend vers l'infini, donc
VAeR,ANeN| n>N=u,>A/m.
On en déduit que sous ces conditions, v, > (A/m)-m = A. D'ou nILH;O Up Uy = +00.

(i) VAe R, 3INeN|n>N = u, > Acar (u,) tend vers l'infini. En posant = %, cette
définition devient :

N

1
_ 6,
n

VeeRL,,INeN| n>N=
U

d’ou le résultat.

Récapitulatif

1. Limite de la somme :

[lun[va— | £ [+o0]—00]
+00 400 | +00 ?
—00 —00 ? | —o0

? désigne une forme indéterminée.

Exemples
*u,=netv,=1—n:u,+v,=1;
* u, =netv, = —2n: lim u, + v, = —o0.

n—oo

2. Limite du produit :

’lun\vn—>H€:0\€>0\€<O\+oo\—oo‘
+00 ? 400 | —00 | +00 | —0
—00 ? —00 | +00 | —00 | +00

? désigne toujours une forme indéterminéd, latlimite finie de la suitév,,), quand elle existe.

54.2.4 Composition par une application

Théoreme 3 : Soientae € R, £ € R = R U {400} et f une application définie surl = [a, +o00]
(resp.] — oo, a]) telle que lim f(x) = £ (resp. lim f(x) = ¢£). Alors pour toute suite (x,,) de

points de[ telle que lim x,, = +oo (resp. —oo), on a

lim f(x,) = £.




Suites divergentes

démonstration: La limite def vaut/, donc :
Ve>0,3Aecl| z2A=|f(z)—{ <e.
De plus, la suitgz,,) tend verst+oo, donc
VKeRINeN| n=2N=z,>K.
En posantd = K, on az,, > A a partir d’'un certain rang, et la premiére relation devient alors
Ve>0,3Acl| z,2A=|f(zn) — 4 <c¢,

d’ou le résultat.

Exemples
1. Soit(u,) la suite de terme généra), = sin(mv/'1 + n?).

1 1
Uy, = sin(rv'1 4+ n?) = sin (nm/ 1+ —2> = sin (mr + 21 +0(=) ) — 0.
n n n n—00

—_——
—nm

n— oo

2. lim —n? = —c et lim ¢® = 0, donc lim e =0,

n—oo Tr——00 n—oo

3. Soit(u,,) la suite de terme généra), = ap + a;n + - - - + a,n”. On a alors

Qo aq ap—1
un:n”<—+ -+t +ay),
np nP— n

J/

donc lim u, = (sign€ay)) - (+00).
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