LECON N° 53 :

Suites convergentes. Opérations
algebrigues, composition par une
application continue. Limites et relation

d’ordre.

Pré-requis:

— CorpsR construit : opérations, ordre total, axiome de la borne sugére ;
— Définitions : fonctions continues, monotones;

— Suites : croissantes, décroissantes, minorées, majorées.

Soientk € N, P, = N\{0,...,k — 1} une partie d&N et K = R ou C. Une suite est une application
u : P, — K qui a toutn deP, associe un élément, de K, appeléterme génératle la suite. On notera
donc la suitgu,,), ou (u,),,cp, - TOUtes les suites de la lecon seront definiesPgur

On convient qu’une suiteu,, ) d’éléments d& est bornée dar@ si la suite réellé|u,|) I'est dansR. Dans
la suite,| - | désignera indifferemment la valeur absolue et le moduld,rs@ntion contraire.

Tous les résultats donnés feront référence a des suiteesédles résultats cependant valables pour les
suites complexes, et dont les démonstrations ne subisseimes modifications suite aux différences entre
la valeur absolue et le module, seront indiqués par une asjée.

53.1 Convergence des suites numeériques

Définition * 1 : Une suite (u,,) est dite convergente, et admettant pour limit¢ € K s'il existe ¢ € K tel
gue

Ve>0,INEP,|Vn=>N, |u,—/ <e.
On dit alors que « (u,) tend (ou converge) verd », et I'on note lim u,, = ¢ OU u, —— (. Une suite
non convergente est dite divergente. / /

Proposition * 1 : Si une telle limite existe, alors elle est uigue.

démonstration: Supposons qu’une suifa,,) converge vers deux élémeiits /s € K distincts. On
se donnes > 0. Par hypothése, on a alors I'existence de deux entiéysN, de P tels queV n >
Ni,|uy, — 0] < /2 etV n = No,|u, — £ < €/2. Alors, pour tout entier > max(N, N2), on aura
|01 — b = |61 — up, + up — la| < |01 — up| + |un — 2] < €. Avece = |¢1 — ¢3] > 0, on aboutit a la
contradiction|l; — ¢5| < |¢1 — ls|, doncly = £s. [ |



2 Suites convergentes

Remarque 1: (u,) — ¢ < |u, — ¢ —— 0.

n—oo

Exemples
1. Les suites de termes générayx= 1/n etv,, = 1/y/n (n € N*) convergent vers.
2. Lasuite de terme généra| = sin(n7) (n € N) est divergente.

démonstration: Supposons qug,) admette pour limit¢ € R. Soite = 1/4. On aurait alors
I'existence d’un entieV € Py, tel que toutn > N vérifie |u,, — ¢| < 1/4. Or toutn > N vérifie
aussil = |upt1 — up| < |upt1 — 4 + |€ — uy| = 1/2, ce qui est absurde. Dora,,) est bien
divergente. |

Proposition 2 :

(i) Toute suite convergente est bornée ;

(i) Toute suite croissante et majorée (resp. décroissantst minorée) est convergente ;
* (iii) Si (u,) converge verst € K, alors (|u,,|) converge vers|£| € R.

démonstration:

(i) Soite > 0. Supposons qugu.,,) converge verg € K. Alors par définition, il existéV € Py tel
que¥ n > N, |u, — ¢| < ¢, c'est-a-direl — e < u, < ¢+ . Ainsi, la suite(u,) prend les

valeursuy, ug41,...,uny—1 et des valeurs dans l'intervallg — ¢, ¢ + ¢[. Or, puisquell — | et
|¢ + | sont deux réels inférieurs [@| + ¢ (inégalité triangulaire), il vient que pour tout > N,
|un| < sup{|ugl, |uks1l, - -, lun—1], || + €}, et(uy) est bornée.

(i) NotonsM un majorant dg(u,,). Soient: > 0, K = {uy,n € P} et/ € R tel quel = sup(K).
K étant non vide et majoré pa¥/, ¢ existe par I'axiome de la borne supérieure dahsll vient
qu’il existe un entietV € Py, tel quel — ¢ < u,, < ¢ < £+ ¢, soit|u, — | < ¢, et la suite(u,,)
converge.

(iii) Découle du théoréme 3 vu plus loin, étant donné que I'application— |z| définie surkK y est
continue, en particulier au point

Remar que 2 : La réciproque de la proposition précédente est fausse. En effetitdadeuterme général,, =
(=1)™ (n € N) contredit les trois points : elle n’est pas convergente (raisonnergizaurde), mais est bornée (A
sa valeur absolue converge vérst la sous-suitéus,,) converge vers.

53.2 Premiers résultats importants

53.2.1 Opérations algébriques

Théoréeme * 1 : Soient(u,,) et (v,,) deux suites qui convergent respectivement daris vers £ et ¢/, et
A € K. Alors :

() (uy, + v,) converge verst + ¢’
(i) (Au,) converge versie;
(iii) (wy, - v,) converge verste’;
(iv) Si¢ # 0ets’ilexiste N € P, telqueV n > N, v, # 0, alors (u,,/v,,) converge verst/¢’.
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démonstration: 1l suffit pour chacun des cas de revenir a la définition. Explicitions paneple (iii).
On se donne > 0. Notons que la proposition 2 (i) implique en particulier qu'’il existe un rietel que
|un| < M pour toutn € P;. Par hypothese, il existe aussi, N’ € Py tels que

9 9

V=N |u,—l<——" e V>N |o,—F0|<—.
o =< a1 on = 1<
On a ainsi que pour tout > max (N, N')
9
[t vy — | = |upvy — bo, + Cvp, — 0] < |op||un — €] + |€]|vn — €] < (|M] + \£|)m =g,
et la suite(u,,v,,) converge bien vers la produit’. [ |

Remar que 3 : Les assertions (i) et (ii) traduisent la fait que I'ensemble des suites numérignvergentes est un
espace vectoriel sl et I'application qui & toute suit@.,,) associe sa limite est linéaire.

53.2.2 Suites adjacentes

Définition 3 : Deux suites(u,,) et (v,) sont ditesadjacentessi I'une est croissante, I'autre décroissante
et si leur différence converge vers.

\ Proposition 3 : Deux suites adjacentes sont convergentesagnvergent vers la méme limite.

démonstration: Supposons, quitte & échanger les roles(dg) et (v,), que (u,) est croissante et
(v,,) décroissante. Il vient alors quer,, — v,,) est croissante, et sa convergence Mermus assure que
pour toutn € Py, u, — v, < 0, doncu,, < v,. Des variations des suités,,) et (v, ), on en déduit que
pour tousp, ¢ € Py, u, < vg. Ainsi, (u,) est croissante et majorée pag et (v,,) est décroissante et
minorée parug, donc elles convergent (proposition 2 (ii)). Enfin, c’est la conditiop — v,,) — 0

combinée au point (i) du théoréme 1 qui permet de conclure quanaglité des deux limites. [ |

53.2.3 Suites extraites

Définition * 2 : Toute suite (u,q)) oty : Py — P, (K" € N) est une application strictement croissants,
est appeléesuite extraite(ou sous-suit¢ de (u,,).

Proposition * 4 : Toute suite extraite d’'une suite(u,,) convergente converge vers la méme limite.

démonstration: ¢ étant strictement croissante, on a que pour tout entier natured(n) > n. Soit
e > 0. Alors il existeN € Py tel quefu, — ¢| < ¢e. Orp(n) > n > N, donc on a ausgiu,,) — | < e,
d’'ou le résultat. |

Proposition * 5 : Soient (u,,) une suite et¢ € K. Pour que (u,,) converge verst, il faut et il suffit que
les suites extraiteq2,,) et (u2n,+1) CONvergent verse.




4 Suites convergentes

démonstratiornt La condition est nécessaire (proposition précédente). Montrondlge'st suffisante :
donnons-nous > 0. Il existe alors deux entierd/, N’ € P tels queV n > N, |ug, — ¢| < ¢ et
Vn > N |ugpt1 — €] < e. Par suite, sin > 2max(N, N'), alors|u,, — ¢| < ¢ (il suffit de distinguer
le casn pair etn impair), donc(u,,) cenverge vers. [

Théoréme 2 (Bolzano-Weierstrass) : On peut extraire une sousdite convergente de toute suite réelle
bornée.

démonstration: Supposonsu,,) bornée. Il existe donc un rédll tel que pour toutr € Py, u,, €
[—M, M]. Posonsiy = —M, by = M ety = [ao, by], et définissons par dichotomie pour tqut N
I'intervalle I,,1 = [ap+1, bp+1] de longueurd/ /2P de la maniere suivante :

Soitp € N. On posec, = 3(a, + b,). L'un des deux ensemble, = {n € Py | u, €
[ap,cpl} oUB, = {n € Py | u, € [cp, by} estinfini. Si c’estd,,, on posel,,1 = [ap, ¢,
sinon on pose,, 1 = [cp, by).

Ainsi, a chaque étapd,, contient une infinité d’éléments de la suftg,). Dans chaqud,, on choisit
alors un élément.,,, qui respecte la conditiop(p) > ¢(p — 1) (on peut initialisery en posant
¢(0) = k, puisqueuy, € Ip). On a alors construit trois suitea, ), (by) et (u,,)) telles qu'elles soient
respectivement croissante, décroissante et extrait@.dg et telles que pour tout entigr, on aita, <
Upp) < bp. Enfin, il est & noter qué, — a, = M/2P~! tend versD, ce qui fait de(a,,) et (b,) des
suites adjacentes qui convergent donc vers une méme limite, d’apm@spasition 3. Le théoréme
d’encadrement (théoreme 4) nous permet de conclure que la stitét@xu,,(,)) converge. [ |

53.3 Composition par une fonction continue

Théoreme * 3 : Si f est une fonction continue er?, limite d’'une suite (u,,), alors la composéef (u.,)
converge versf(¥£).

démonstration: Soite > 0. La continuité de I'applicationf en/ nous améne a écrire qu'il existe
n > 0 tel que|u, — €| <n=|f(un) — f(¢)| < . De plus, la convergence de,,) vers/ se traduit par

Ve >0, INeP,|n>2N= |u, —{| <<

En particulier, avee’ = 7, on aboutit a I'implicationn > N = | f(u,) — f(¢)| < &, ce qui prouve bien
que(f(uy)) converge verg (¢). [

Proposition * 6 : SoientI C K, f : I — K une application et(u,,) une suite définie par récurrence
par ug € I etu,+1 = f(u,) pourtout n € N* et convergeant vers¢ € K. Si f est continue en¢,
alors £ est point fixe def.

démonstration: La convergence déu,) vers? implique deux choses : la premiére est que la suite
(un+1) converge aussi vers(proposition 4), et la seconde est gfi@u,,) converge verg'(¢) (théoréme
précédent) par continuité dé¢ en?. Or u,+1 = f(uy), €t on en déduit par unicité de la limite que
= f0). [ |
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Exemple: Soit (u,) la suite définie par récurrence pay = 1 etu,.1 = v/2+u, = f(u,) pour tout
n € N*. f est continue suf-2, +ocl, et 'on montre par récurrence que pour tout N, 0 < u,, < 2. Or

(2 —up) (1 + uy)

V24 uy, + up,

donc (u,) est croissante et majorée, donc convergente (proposit{@)) Zers une limite/ € [0, 2] qui
vérifie f(¢) = ¢ par la proposition précédente. Nécessairement.

Upt1 — Up = V2 + Uy — Uy =

> 0,

53.4 Limites et relation d’ordre

Théoréme 4 (d’encadrement) : Soien(u,,), (v,) et (w,) trois suites telles queu,, < v, < w, a
partir d’'un certain rang. Si (u,) et (w,) convergent vers une limite communel € R, alors (v,,)
converge aussi verd.

démonstration: Soite > 0. Il existe trois entiersV, N, N” € Py tels que¥ n > N, |u, — ¢| < ¢,
VnzN |lw,—{ <eetVn> N u, <wv, <w,. Alors pour toutn > max(N, N', N"), on a que
—e<u, —f<v, —{ <w, —{<e doulaconvergence d@,) vers’. [ | [ |

Proposition 7 : Soient(u,,) et (v,,) deux suites qui convergent respectivement vers deux réelset ¢’.
Siu,, < v, apartir d'un certain rang, alors £ < £’ (réciproque vraie avec des inégalités strictes).

démonstration Supposons que> ¢'. Alors a partir d’'un certain rang, on aurait > ¢/ = v, —{ <
vp — U = u, — € < v, — € <v, —L.Les membres de gauche et de droite tendentetenc par le
théoreme précédenty,,) converge verg, ce qui est absurde par unicité de la limite, dahg ¢'.

Réciproquement, €i < ¢, alors en prenant = (¢ — ¢) > 0, les intervalleg¢ — e,¢ + [ et]¢' —
e, U’ + [ sont disjoints, et tout élément du premier est strictement inférieur a téotedt du second.
Par définition,u,, € |¢ — e, ¢+ ¢[ etv,, € |¢/ — ¢, ¢’ + ¢[ a partir d’'un certain rang, soit,, < v,. W



