LECON N° 32 :

Relations métriques dans le triangle
rectangle. Trigonométrie. Applications.

Pré-requis:

— Géométrie plane, angle géométrique, mesures algébriques;;
— Transformations du plan (construction d'images, propst,

— Théorémes de Thalés et des milieux.

On se place dans un plan affine euclidigd. Nous adopterons aussi
quelques notations : etant donné un trianglBC, on note respective-
mentA, B etC les mesures dang, =] des angles géomeétriques du triangle
ABC. I sera systématiqguement le milieu du segmé&iit| et H le projeté
orthogonal ded sur(BC).

32.1 Relations métriques

Définition 1 : Un triangle ABC est dit rectangle enA s’il admet un angle droit en A (autrement dit,
si(AB) L (ACQ)). Le coté[BC(] est alors appeléypothénusedu triangle ABC.

Proposition 1 : L'aire d'un triangle ABC rectangle enA est«/(ABC) = % AB AC.

démonstration:

D’aprés le théoréme des milieukest sur la médiatrice dgAC], ce qui B
implique quel/C = IA = IB. Soit alorsD le symétrique ded par
rapport a1. On a ainsi que les segmert8C] et [AD] se coupent en

leur milieu et ont méme longueur. Le quadrilate4ds DC' est donc un

rectangle donc l'aire vaull B AC'. L'aire du triangle ABC estalors im- 4 " C
médiatement la moitié de I'aire du rectangle, puisque I'hypothénuse agst qu’une diagonale de ce
dernier, et il vient que# (ABC) = § AB AC. |

Proposition 2 : ABC est rectangle enA si et seulementAl = % BC.
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démonstration:

Le sens direct a été montré dans la démonstration précédente. Montrong

alors le sens indirect. Les triangldsl A et AIC sont tous deux isoceles

en I, ce qui signifie que4 B+ C.Orla somme des angles d’un

triangle rectangle étant égale a I'angle plat, onk+B+C =7 & 7
2A =1 A=m"7/2. .
La figure correspond au sens indirect, et le résultat est ainsi démontr A

Théoreme 1 (de Pythagore) ABC est un triangle rectangle enA si et seulement sBC? = AB? +
AC?,

démonstration:
" " . . . . . . F H E
=—": On construit la figure ci-contre a partir du trianglel BC'. 0
ADFEF et CBGH sont des carrés, de sorte qu'on puisse en ti- ¢
rer deux égalités pour/ (ADEF) : ¢
b G
A (ADEF) = (b+¢)* = a2—|—4%. u [

A B b D
En développant et simplifiant, on trouve directement 4G€ + AB? = BC?.

"«=": SupposonsiB? 4+ AC? = BC?. Soient¢ le demi-cercle de A
diamétre[BC] contenu dans le demi-plan de fronti&&C') et 7 €
contenant le point, et H le projeté orthogonal del sur (BC). ‘m
Alors @ N (AH) = {A"} P22 BA'Crect. end’ 'S BC? = B L= C
A'B?2 + A'C?, d'ou AB? + AC? = A'B? + A'C2. H

En utilisant a nouveau le sens direct dans les triangles rectargiés, BHA' etCHA,CH A/,
on trouve I'égalitéBH? + AH? + CH? + AH? = BH? + A'H? + CH? + A’H?, c’est-a-dire
HA = HA'. Pour conclure, il suffit de remarquer que les poiftsA et A’ sont alignés et gu'ils
sont contenus dans le méme demi-plan (avec en particHlisur la frontiere) pour affirmer que
HA = }ﬁ soitAd = A’.

|

Remar ques 1 : * Dans la démonstration du sens==" de la démonstration précédente, la seule hypothése que
AB? + AC? = BC? ne nous garantit pas qelH) et aient une intersection commune. Mais puisqUBH est
rectangle er/, on aAB? = AH?+ BH? (grace au sens direct), dofdd < AB. L'hypothéseAB? 4 AC? = BC?
donneAB < BC. On en déduit queBH < BC. Grace au triangle rectangléC H, on montre de méme que
CH < CB,douH € [B(C].

* Cette démonstration est beaucoup plus rapide avec le produit scalaéreggs n'avons pas mis en pré-requis). En
— — _— —
effet, BC? = (BA + AC)? = BA? + AC? + 2 BA - AC. |l suffit alors de remarquer que

—_— — — 2 2 2
ABC estrectangleed < BA- AC = 0 & BC* = AB* + AC”.

* Voici une autre expression de l'aire d'un triangle rectangle :
Exercice: Soit() le centre du cercle inscrit du triangleBC rectangle e, etQ)’ son projeté orthogonal sUBC.
Monrer que«Z (ABC) = dd', oud = BQ) etd = C§Y'.
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Solution : Outre les notations déja introduites, nous allons noter H (resp. K) le projeté
orthogonal de Q sur [AB] (resp. [AC]), de sorte que le quadrilatere AHQK soit un carré,
donc que AH = AK = r, ol r désigne le rayon du cercle inscrit. De plus, les triangles
QBQ et QHSQ' sont isométriques, d'ol BH = BS)’, et 'on montre de la méme maniére
que CK = CQ'. Par suite, &/ (ABC) = 2 AB- AC = 1(AH + HB)(AK + KC) =
Lr+d)(r+d)=3(rd+rd +r2+dd).

On applique ensuite le théoréme de Pytagore dans le triangle rectange ABC pour déterminer que (d+d') = (r+d)?+(r+d')? <
d? +d? +2dd = 2r2 + 2r(d+ d') + d? + d'? & dd’ = rd + rd' + r2, et notre égalité trouvée tout-a-I'heure devient alors
o (ABC) = %(rd +ord + 12 +dd) = %(dd’ + dd’) = dd’, ce qui démontre notre résultat somme toutes étonnant. &

Exemple d’application (la spirale des racines entiere§)n part d’un triangle isocéle rectangle dont les
cotés autres que I'hypoténuse mesurent 1 unité. Lhypsegmesure alorg’2 unités. On place un triangle
rectangle sur cette hypoténuse, son coté adjacent a I'dngjtanesurant 1 unité. Alors I’hypoténuse de ce
nouveau triangle mesukg3 unités, et ainsi de suite. . .

Proposition 3 : Les assertions suivantes sont équivalentes :
() ABC estrectangle en4;
(i) AB-AC = AH - BC;
(i) BA?2 = BH - BC.

démonstration:

Montrons d'abord (i) < (ii). Considérons le symétriqud’ de A par
rapport al, et By le projeté orthogonal dé3 sur (AC). Puisque l'aire
du parallélogrammed BA’'C vaut le double de celle du trianglé BC,
il vient que

BBH-Aczz-’mQﬂ:AH-BC.

Par suite,

AB-AC =AH -BC < BBy =BA& A= Qn&%)BQ & By = A< ABC rectangle enA.
S

Montrons ensuite (i) (iii). Ona:

ABC'rectangleerd < BAC et BH A sont semblables

BA _BH | s._BE.BC
BC BA
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Remar ques 2 :* Dans cette proposition, les mesures algébriques sont importantes !eEreefSupposant I'éga-
lité (iii) vraie sans mesures algébriques, la figure ci-dessous permet deemquion a aussitB?> = BH - BC (car
H a été construit de sorte quigH = BH'), mais le triangleA BC n’est en aucun cas rectangle 4n

A A’

\

| |

\ \

Oy Ny 0O .
" U = C

* Pour conserver cet énoncé au niveau fin de college, on penbmkger I'équivalence (i¥= (iii) de la
maniére suivante, en utilisant a trois reprises le théomerieythagore : commencgons par remarquer que

BH - BC =CH = (BH—-BC)"=CH' & BH?+ BC?> —2 BH BC = CH?
BH?+ BC?* — CH? _ (AB? — AH?) + BC? — (AC? — AH?)

& BH BC = 5 = 5
& BABC- AL BC AT
Il s’ensuit que, en utilisant I'égalité précédente :
ABC rectangle el < BC? — AC? = AB?> & BH BC = w = AB?.

Exercice: Montrer que I'on a aussi I'équivalence

ABC rectangleeM <« AH?=BH-HC.

Solution : On procede comme précédemment en trouvant deux triangles semblables : c’est le cas des triangles AHB et CH A.
Pour que I'équivalence soit correcte, il faut préciser que B et C doivent étre de part et d’autre du point H sur la droite (BC'). Ainsi,
AH CH —
ABC rectangle en A & AHB et CHA semblables < 75 = i < AH? =BH -HC,

et le résultat est démontré. Il est laissé au lecteur le soin de trouver une démonstration n’utilisant pas les triangles semblables. <

32.2 Relations trigonometriques

Proposition 4 : Soient ABC' une triangle rectangle enA, et A’ € [AB],B’ € [BC] tels que
(A’C") JJ (AC). Alors on a les égalités suivantes :

BC AB
BC' A'B

= ACA'C".
En particulier, on a aussi

AB A'B  AC A'C’ AC AC’
BC BC” BC BC'° AB A'B’
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démonstration: La double-égalité annocée découlent directement du théoréme desTdwié les
triangles BAC et BA'C’, aprés avoir vérifiée que les hypothéses s’appliquent, ce qui est leDeas
plus, les trois autres égalités se déduisent de la premiéere double-égalité. [ |

Définition 2 : Dans le triangle ABC rectangle enA, on définit :

_ . . AC _ AC
cosB=——, sinB = , tanB = —
BC BC

AB’

Remar ques 3:

1. cos? B + sin? B = 1. En effet, c’est une conséquence directe du théoréme de Pythagore :

cos? Bt sin? B — AB?2 N AC?  AB?+ AC? BC? .
~ BC?  BC? BC? - BC?

2. tan B = sin B/ cos B.

3.0<cosB<1, 0<sinB<1l et 0<tanB.

Cette définition va nous permettre de pouvoir donner une &utnmaule de I'aire d’un triangle quelconque,
autre que celle donnée en pré-requis :

Théoréme 2 : SoitPQ R un triangle quelconque. Alors on a indifféeremment :

1 1 .1 _
#/(PQR) =, PQ-PR-sinP=_QR-QP:snQ = _ RP-RQ-sinR.

démonstration:
Soit Hg le projeté orthogonal d€) sur (PR). Alors le trianglePHgQ @
est rectangle erfi, de sorte quain P = QHg/PQ, soitQHg = |
PQsin P. Il s'en suit que |
1
1 1 ~ - "R

(PQR) = 3 PR-QHqg =  PR- PQ -sin P, P Hg

Les deux autres égalités s’obtiennent par permutation circulaire desBjid) et R. |

Exercice (topographie): Déterminer la hauteur d’'une montagne en fonction de laadc#AB et des
anglesx et 5 (les notations sont celles de la figure ci-dessous).
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On a que SH = AH tan« en utilisant la définition 2 dans le triangle rectangle AH S, et cette méme définition appliquée au
triangle rectangle BH S donne I'égalité¢ SH = BH tan 3. Or AH = AB + BH puisque les points A, B et H sont alignés dans
cet ordre, et on en déduit que

SH
SH:tana(AB+BH):tana<AB+ >
tan 3

tan a tan 3 - tan «

tan 3

= SH(l ):ABtanoa@SH:

tan 8 — tan «

Par exemple (les longueurs sont exprimées en metres et les mesures d'angles en degrés), pour AB = 1000, a = 50,235 et
B = 58,031, on trouve SH = 4807. De quelle montagne pourrait-il s'agir ? ? &



