LECON N° 22 :

Equation cartésienne d’une droite du plan.
Problemes d’intersection, parallélisme.
Condition pour gue trois droites soient

concourantes.

Pré-requis:

— Déterminants;

— Définition vectorielle d’'une droite & est une droite s’il existe un point du planZ et un vecteu; non
nul tels que

P={McP:IkecR|AM = ki) = D(A, @) ;

— Dans une basé€; 7), i(a, b) eti(c, d) sont colinéaires si et seulementsj| = ad — be = 0.
P(A, 1) et2(A’ ') sont paralléles sii etw’ sont colinéaires.

On se place dans un plan affidé, muni d’un repére cartésies (O, 7, 7). Soit Z une droite du plan.

22.1 Equations cartésiennes d’une droite du plan

22.1.1 Définition

Théoreme 1:
(i) Il existe a, b, c € R, avec(a, b) # (0,0), tels que

M(z,y) €2 << ar+by+c=0;

(i) Réciproquement, pour tout (a, b, c) € R?, avec(a, b) # (0,0), 'ensemble{M € £ | ax +
by 4+ ¢ = 0} est une droite de#” de vecteur directeur@(—b, a).

démonstration:

(i) Puisque(a,b) # (0,0), on peut trouver un poindl qui soit dansZ, donc% # @. SoitA(xg, yo)
ce point. On a alors? = 2(A, @) avecii(«, 3) # 0. SoitM (z,y) € 2. Alors
déf.

ey o,
Me9 & AM et sontcolinéaires

L Ble—20) —aly — o) =0

& fxr—oay+ ayg — Bro =0.

On pose alora = 3, b

= —aetec = ayg — PBxg, de sorte queVf € ¥ < ax + by + ¢ = 0, avec
(a,b) # (0,0) caru # 0.
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(i) PosonsD ={M € & | ax + by + c = 0}. SoientA(zg, yo) € D etM(z,y) € D. Alors

ar+by+c=arg+by+c=0 < a(r—xz9)+bly—yo) =0
&AM etd(—b, a) sont colinéaires
o Me (A

DoncD = Z(A, u).

Définition 1 : Léquation ax + by + ¢ = 0 avec(a, b) # (0,0) est appeléeéquation cartésienne d&. On
note alors Z : ax + by + ¢ = 0.

Remar que 1 :On constate que

1. 1, u colinéaires,

(A, 0) = 9(A' ) & G
2. AA’ colinéaire ai.

On en déduit que I'équation cartésienne n’est pas unique, mais déteraniméeoefficient multiplicatif prés. En

d'autrestermes, ¥ :ax +by +c=0et?' :dz + by + =0,

D=2 < 3ANu#0]| Ma,b,¢) + p(d, b, ) =0.

22.1.2 Méthodes pour trouver une équation cartésienne

Voici une figure sur laquelle nous allons travailler pouredigtiner chacune des équations cartésiennes des
quatre droites :

D
B(rg,yp)
Dy
/ @3
= A(xa,ya) %)
ol \

D4
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On a alors |/ est de coordonné€s, y)) :

9 Meg <x=ccelR.

QQ:MEQQ@E)C,CER.

D5 M € 95 < AM et colinéaires= B(x —x4) — a(y —ya) = 0.

9, Me 9, & AM etAB colinéaires= (r — x4)(yp —ya) — (y —ya)(xp —x4) = 0.

22.2 Intersection et parallélisme

22.2.1 Cas de deux droites

Définition 2 : Deux droites 2(A, @) et 2'(A’,u/) sont dites paralléles(resp. sécantes) si et «’ sont
(resp. ne sont pas) colinéaires. On note alorg |/ 7'.

Proposition 1 : Deux droites? : ax + by +c =0et 2’ : a’x 4+ b’y + ¢’ = 0 sont paralléles (resp
sécantes) si et seulement aib’ — a’b = 0 (resp. #).

démonstration D'aprés le théoréme 17 et 2’ sont respectivement dirigées p&r—b, a) etu’ (—b', a’),
et par définition,7 | ' <  etw’ sont colinéaires= ab’ — a’b = 0. De plus,Z et ¥’ sécantes= 1 et
u’ non colinéaires= ab’ — a’b # 0. [

Remar que 2 : Dans le cas oab’ — a’b = 0, la remarque 1 permet d’affirmer que’ — ad'c =0 = 2 = 2’ et
ac —ad'c#£ 0= 2N 2 = & (ondit alors qu’elles sorgtrictement paralleles

Corollaire 1 : Toute droite 2’ paralléle a ¥ : ax 4+ by + ¢ = 0 admet une équation cartésienne d
la forme ax + by + v = 0, avecy € R.

démonstration: Conséquence directe de la proposition 1. |

22.2.2 De plusieurs droites

Définition 3 : Le faisceau.#, » engendré par deux droites? et &’ distinctes est
o I'ensemble des droites passant paZ N &', si ¥ et ¥’ sont sécantes,
¢ I'ensemble des droites paralléles & et &', si Z et ' sont paralléles.

Proposition 2 : SoientZ et 2’ deux droites distinctes.#, 4. est I'ensemble des droites du plan don
une équation cartésienne est combinaison linéaire de cedlde 7 et 77,

démonstration Notonsf(z,y) = ax+by+c, f'(x,y) = a’z+b'y+/, de sorte queZ : f(z,y) =0
et?': f'(xz,y) = 0. Notons encoré&, ,, : A f(x,y) + p f'(x,y) = 0 pour tousA, 1 € R.

—
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n n

<": Supposons qu& et 2’ soient sécantes ef(x;,y;). Alors f(z;,y;) = 0 et f'(z;,y;) = 0
impliquent f(z;, y;) + w1 f'(zs,y5) = 0 (YA, p), doncl € D, et Dy, € Fg 9. SUPPOSONS
alors7// 2'. Dans ce cas,

f(x7 y) = 0 ] H
n’admet pas de solution
{ (@) =0 P
flz,y) =0 : :
= n'admet pas de solution
{ Af(x,y) +pf(zy) =0 P

= D)\7M // 9 = .@)\# S ﬁ@)@/‘

n n

=": Supposons qu& et 2’ soient sécantes ef(z;,y;). Alors il existeM (x s, yrr) tel queM ¢
{2,2'}, et M € 2" ou 2" est une droite passant pdr En posant\ = f/(za,yn) €t =
—f(zm,ym), la droite Zy ,, A f(x,y) + p f'(x,y) = 0 contient] et M, donc?, , = 2".
Supposons alorg// 7', et soit2” une droite distincte d& et 2’ et paralléle a ces derniéres,

passant par le poinf\/. En posant\ = f'(za,ynm) €tp = —f'(xar,ym), la droite 7 ,, -
Af(z,y) + pf'(z,y) = 0 est parallele a2 (d’aprés la partie “=") et passe parM, donc
D =2".

[ |

22.3 Condition pour gue trois droites soient concourantes

Soient, ' et ¥” trois droites d’équation cartésiennes respectives- by +c =0, d'z + by + ¢ = 0,
a"r + by + " = 0, notées aussi respectivemdit:, y) = 0, f'(z,y) = 0 et f"(x,y) = 0.

Théoréme 2 : On suppose” et ¥’ sécantes en un poinf (x;, y;). Alors 2" passe parl si et seulement
Si
a b c
A=|ad b ¢ |=0.

CL” bll cll

démonstration:

"= e P =>9¢e Fgyp o INpueR| D Nf(xy) +pf(xy) = 0.0r 2"
a’x + by + " = 0, donc il existen € R tel quen X’ = AX + uX' (X € {a,b,c}), donc la
derniere ligne deA est combinaison linéaire des deux autres, d®e= 0.

<": A = 0 = l'une des lignes dé\ (notéel) est combinaison linéaire des deux autres (notées
L' etL”). SiL' et L” sont dépendantes, elles sont proportionnelles, et les trois droitesspmn-
dantes sont confondues (en particuliee 2”). SiL’ et L” sont indépendantes, alors les droites
correspondantes ne sont pas confondues et engendrent doniscgsiade droites dont fait partie
la droite correspondant & (car L = AL + u L” = fr, = X fy + p fr» et proposition 2). Dans
touslescas] € Zetl € 9' = f(ai,y) = f(xi,y:) = 0 = f"(x;,y;) = 0 (d'aprés la
proposition précédente), dorce 2.

Remar que 3:SilonremplaceA =0pard\, u € R* | f/ = X f+u f/, ladémonstration est alors évidente avec
la proposition 2, ce qui nous évite d’avoir a parler de déterminant etdetaisser la legon a un niveau Terminale S.
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22.4 Applications

Théoreme 3: Soient? : f(x,y) = 0et A(xa,ya), B(xp, yg) deux points distincts deZ. Alors :
() (AB) // 2 < f(za,ya) = f(zB,YB);

Al f(za,ya)

BI  f(xp,ys)

(i) Bg Zet(AB)N 2 = {I} =

démonstration: Notons(AB) : f'(z,y) = d'z + V'y + ¢ = 0.
() (AB) /| 2 & 3~y € R| f'(z,y) = f(x,y) + ~ (d'apres le corollaire 1). OrA, B € (AB)
donnent :
f(xa,ya) =0= f(za,ya) +7=0 _
f,(l'BayB) — 0= f(-'L‘BayB) +y=0 = f(anyA) = f(xB7yB)a
d’'ou le résultat.
(i) Posonsf : @(z,y) — axz + by. f est clairement linéaire, et I'on vérifie sur les équations que
- —
f(NM) = f(M)— f(N) (ou f(M) désignef (zar, yar) pour tout pointM € ). A, B ¢ I, et
— — —_—
ces trois points sont alignés, donc il existe R* tel quel A = kI B (en particulierk = IA/IB).
Alors

- — - - —

F(4) = f(4)~ §(I) = J(TA) = F(kIB) = k JIB) = k(f(B) - /(1)) = k J(B).

=0 (I€2)

D’ou le résultat :

Corollaire (Théoreme de Ménélaus) : SoientABC' un triangle, P € (BC),Q € (AC)etR €
(AB) trois points distincts de A, B, C. Alors P, Q, R sont alignés si et seulement si

PB QC RA
PC QA RB

(%)

démonstration: Soientf(z,y) = 0 une équation d¢PQ) et f(A) = f(za,y4) une notation. Alors
RA A
(PQNUB) = (R} = 4= =1

S~

S~

par le théoreme précédent. De méme, on montre que

PB _ (B  QC _f(C)

PC  f(O) QA f(A)
D’ou le résultat. Réciproquement, les droitedB) et (PQ) sont sécantes (en effet, si elles étaient
paralleles, on auraitY)C'/QA = PC/PB d'aprés Thalés, don®A/RB = 1 par (%), ce qui est
impossible) en un point not®'. Le sens direct nous assure alors gievérifie (%) avecP et@, d’'ou

FA RA

R'B RB
c'est-a-direR = R’ (car A # B). [ |

)
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Corollaire (théoréme de Céva) : SoientABC un triangle, P € (BC),Q € (AC)etR € (AB)

trois points distincts de A, B, C. Alors (AP), (BQ) et (CR) sont concourantes ou paralléles si e

seulement si ;

PB QC RA

PCc QA RB _ © (%)

D

démonstration SiK est le point de concours, il suffit d’appliquer le théoréme de Méndaiisangle
APB avec la sécantéCR) puis a APC avec(BQ). Si elles sont paralléles, il suffit d’utiliser le
théoréme de Thalés. Réciproquement, la démonstration est analogysrécédente : on montre par
I'absurde que(CK) et (AB), avec{K} = (AP) N (BQ), sont sécantes en un poifit, puis que
R = R. [

—t



