Calcul des « sommes de Sam », notégs(x) :

J:D; — R

+oo 1
T ¢ ;nz—l—a}.

Dans toute cette étude,désignera un entier naturel non nul. Nous allons aussseitiles notations sui-
vantes :

J(z) :an—l—x et L(z)= R
n=1 n=1

Domaine de définition de7 et £

Pour que ces deux fonctions existent, il suffit simplemerstaeanger pour que leur dénominateur commun
n? + x ne s’annule pour aucun Or

n+r=0 < nP=-2 < n=+-uz.

PosonsS = {r € R | /=1 € N*} = {—1,—4,-9,-16,...}2 Il vient que le le dénominateur n'est nul
que lorsquer € S. On en déduit qu®; = D, = R\S, ce qui fait de7, £ : R\S — R des applications.
Dans la suitey désignera alors un réel n’appartenant p8s a

1 Etude d’'une premiere fonction

On considére la fonctioyfi suivante, définie sup, 7] comme étant paire tr-périodique, parf (t) = e'v=.

25+

20

15

1 . 7 est une notation choisie pour rappeler que cette fonctioté @xplicitement déterminée par Sam, et j’ai attribué la
fonction £ a mon propre nom de famille avec I'aimable autorisation de Sam, sous prétexte quegtapé informatiguement
son délire!).

2 .S comme « Sqrt », c’est-a-dire racine carrée en francais.
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1.1 Calcul deao(f)

1 (" 2 (7 2 [eve]™  2(e™® -1
=—/ f(t)dt:—/ etﬁdt:—[6 } _ e )
T ), T Jo T [ VT, evas

1.2 Calcul des coefficients de Fourier réeléa,, (f)) -,

1 (7 2 [T
= —/ f(t) cos(nt) dt = —/ VT dt,
T ), 7 Jo

car les fonctiong — f(t) ett — cos(nt) sont toutes les deux paires.

Par définition, on a:

& 1 intégration par parties

On définit deux fonctions etv’ surR?, et on en calcule respectivement la dérivée et une primitive

u(t) = VT = () = VzelV®
o(t) = sin(nt)

" v'(t) = cos(nt).

Alors v etv soient de class&” surR*, et le théoreme d'intégration par parties nous assure que

z/ﬂetﬁdt: 2 { etV sin(nt) } / \/Eetfsm(nt) d&t
7 Jo m n
2V

& an(f)=— ! vV sin(nt) dt.

& 2°intégration par parties

On définit une fonctionv’ surR* dont on calcule une primitive, ce qui donne
+

w(t)z—cos?g”t) e w(t) = sin(nt).

La fonctionw étant de class&" sur R*, on peut & nouveau appliquer le théoréme d’intégration par
parties (en utilisant aussidéfinie plus haut) afin d’obtenir

T [ eVZcos(nt)]” x [T T etV cos(n
SR RECENT) Ny e

™m n ™ Jo n

- %(e”ﬁ(—l)” —-1) - % /07r etV cos(nt) dt
2\/_<(

mn?

D"V - 1) = S an(f).




On en tire alors les coefficients recherchés :

<1 + %) an(f) = ig((—n" VT 1)
& a,(f) = 2\/5<(_172;26Wﬁ - 1) nQn—IQ— x
z((=1)"e™Ve —
o o= WD)

1.3 Calcul des coefficients de Fourier réeléb, (f)), _,

Puisque la fonctiorf est paire, il vient directement qag(f) = 0.

2 Etude d’'une seconde fonction

On considére la fonctiopsuivante, définie sy, 7] comme étant paire etr-périodique, pay (t) = e *v=.

2.1 Calcul deag(g)

1 [ 2 [T 2 Vel (]l —e Ve
ao(g):—/ g(t)dt:—/ e VT At == {—6 } _ =™
) T Jo T VT |, ™

™

2.2 Calcul des coefficients de Fourier réeléa,(g)), .,

Par définition, on a :

™

1 2 T
a”(g) = - g(t) COS(nt) dt = —/ 6715\/5 dt,
T J_x 7 J

car les fonctiong — ¢(t) ett — cos(nt) sont toutes les deux paires.



& 1" intégration par parties

On définit deux fonctions etv’ surR?, et on en calcule respectivement la dérivée et une primitive

u(t) = eV = W(x) = —zeV®

v(t) = sinT(Lnt) < V() = cos(nt).

Alors u etv soient de class&” surR*, et le théoréme d'intégration par parties nous assure que

™

2 /’r o—VE gt — 2 [_e‘tﬁ s.in(mf)}7r B z/” —/Z e Ve sin(nt) it
0 o TJo

™ n n

2 Tr
= Ve e Vo sin(nt) dt.

& an(g) !

< 2%intégration par parties

On définit une fonctionv” surR* dont on calcule une primitive, ce qui donne
+

w(t) = _cosflnt) < Ww'(t) = sin(nt).

La fonctionw étant de class&™ surRR?, on peut a nouveau appliquer le théoréme d'intégration par
parties (en utilisant aussidéfinie plus haut) afin d’obtenir

() 20z [ e ™Wrcos(nt)]”  2y/x [T \/xe WV cos(nt) &
an, = — —
g ™ n 0 ™m Jo n
2\/x 2 [T
_ —m\/T n —t\/x
= — (1—e (-1)") — %/0 e "V cos(nt) dt
2\/5 n _—m\/T z
= (- (0™ = Salg).
On en tire alors les coefficients recherchés :
2\/5 n —TT\/ T
(1+5) anl) = 5 (1= (1) &™)

< alf) = 2 n?+x
o i 20T

2.3 Calcul des coefficients de Fourier réeléb, (f)), .,

Puisque la fonctiory est aussi paire, il vient également duég) = 0.



3 Deétermination des séries de Fourier des deux fonctions

On rappelle que pour toute fonctign la série de Fourier réelle associée est donnée pour tdutpée:

B ao(p) )
S,(t) = 5t ; (an(p) cos(nt) + b,(p) sin(nt)).
Dans notre cas, on a alors pour tout réel
eTVE _ e™VE _ 1
Se(t) = 1 Z n)2 T 2) ) cos(nt) 1)
P VL _(_ —71'\/5
S, = evﬁ Ej%rl M+2> ) cosnt) )

4 Calcul deS¢(0) et exhibation d’'une premiére equation

f est une fonction définie s{#, 7] comme étant paire. La symétrie de la fonction selon I'axeodésnnées
implique sa continuité em = 0. Par suite, le théoréme de Dirichlet nous permet d’affirnuer q

5y(0) = HODH107) _ 2400

= f(0) = 1.
D’autre part, (1) nous donne I'égalité ci-dessous :

SR )
77\/_ m(n? + x)

7rf_ 1 /T
_ + 2¢§e clr) - VT
evas T 7T

Par égalisation de ces deux quantités trouvées, on obt@sti@quation
™E_1  2y/we™VT 2
€ xIe Xz
AT Y gy =1
/T T s
& 22e™L(z) — 20T (x) = m/x — €™V 4+ 1. 3)

S5(0)

5 Calcul de S,(0) et exhibation d’'une seconde equation

g est aussi une fonction définie sjir 7] comme étant paire, et cela impligue de méme sa continuité en
x = 0. Par application du théoréme de Dirichlet, on trouve de lenménaniere que

Sg(0) = g(0) = L.
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De plus, (2) nous donne I'égalité ci-dessous :

1-— e"r\f

X 2Vz(1 = (-1 e ™)

SQ(O) - Z n2 4 Q?)

1 —e ™V 2 e 2
- = \/5 T ray+ B

evas T
A nouveau, par égalisation des deux quantités trouvéestoend
1—e ™% 2 /re™® 2\/x

— L — =1

G ——L(2) + T (a)

& 2re ™IL(x) 4 20T (z) =TT — 1+ eV,

(4)

6 Résolution du systeme ainsi obtenu

Les équations (3) et (4) forment ainsi le systéme suivant :
20 e™rL(x) — 22T (x) = w/r—e™VE 41
—2we”™IL(x) + 22T (1) = w /T — 14TV
On commence a additionner membre & membre ses équationpq;wmir trouver(z) :
2 L(w)(e™V" — V) = 2wz — (eTVF — eV
2 _ (T _ —T\T
o L) = VT — (e e V)
27 (e™VF — e=VT)
1
& L) = T

VI (emVE — emmVT) Y

On remplace alors le résultat fraichement obtenu dans teseleux équations du systeme. On choisira par
exemple la premiére pour ne pas avoir trop d’exponentialbgmtives. Par suite,

2w ™ L(z) — 20 T (x) =1z — ™V + 1

& 20J(x) =22 (ﬁ(emﬁ_ o %) €™V — (my/z — €™ 4 1)
o J@) = Temve _e”ﬁ_w T —e™T 41

Vo(emVE —e-mr) 2 21
& J) = eV _matl

VI (emVE — emmVT) o

7 Conclusion et graphigque
On en déduit la formule recherchée :

eV T+ 1
Vz € R\S, J(x) = JievEi—emE) oz




Et voici un graphiqué représentant en rouge la fonctighet en bleu la fonctiort :

Attention a la lecture graphique : il est faux qué—2) = 0 par exemple. En effet, aprés calcul, on se rend
compte que le réel proche de 2 tel que son imagegjpsiannule est trés voisin de2,045748516.

3 : Pour la petite histoire, les courbes de fonction peuvetreser enATEX via la command@spl ot , a condition d’écrire la
fonction en notation polonaise inversée (par exemple, pacerz — 2% +x—e™ entre 0 et 2, il faudra tapgpspl ot {0}{2}{x
2 exp x add 2.7183 3.1416 exp sub}). Or c’est Ghostscript qui effectue les calculs, et il ne¢ pas calculer des
racines de nombres négatifs. Il m’a fallu pour tracer ceslizmirelier des centaines de points btenus par un autrédb@elui
gue j'ai utilisé est Maple, puisqu’il génére directemestdeordonnées de points a partir de la courbe qu'il saititrace
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